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Uber binäre trilineare Formen und die Komposition 
der binären quadratischen Formen. 
Von Herrn R. Dedekind. 


Bei der Besprechung der in lineare Faktoren zerlegbaren Formen, 
welche zu einem endlichen algebraischen Zahlkörper gehören, habe ich 
bemerkt, daß die drei Formen, deren eine durch eine bilineare Substitution 
in das Produkt der beiden anderen übergeht, im wesentlichen, d. h. abgesehen 
von konstanten Faktoren, umgekehrt durch diese Substitution bestimmt 
sind.”) In dem einfachsten Falle der binären quadratischen Formen ist 
diese 'T’atsache zwar nicht ausdrücklich von (Gau ausgesprochen, aber sie 
ist vollständig in der Schlußbemerkung des Art. 235 der Disquisitiones 
Arithmeticae enthalten, in welchem die 'l'ransformation einer Form in ein 
Produkt aus zwei Formen durch eine bilineare Substitution in der allge- 
meinsten Weise behandelt wird. Bei meinem ersten Studium dieser Unter- 
suchung erregte die genannte Tatsache meine besondere Aufmerksamkeit. 
und ich erkannte bald, daß mit einer solchen gegebenen Substitution immer 
zwei andere Substitutionen und drei quadratische Formen von der Art ver- 
bunden sind, daß jede der drei Formen durch eine ihr entsprechende Substi- 
tution in das Produkt der beiden anderen Formen übergeht. Hat man sich 
hiervon überzeugt, was bei zweckmäßiger Wahl der Bezeichnung keine 
Schwierigkeit darbietet, so wird die Lösung des allgemeinen von (Gauß 
behandelten Problems in hohem Grade vereinfacht. Da dies noch nicht 
bekannt zu sein scheint, so wage ich es, meine Untersuchung zu veröffent- 


*) Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie, vierte Auflage, $ 152, S. 556. 
Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 1. | 
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lichen und dem Andenken an meinen großen Lehrer Drrichlet zu widmen, 
der selbst eine Ehre darein gesetzt hat, durch eine Reihe von Abhandlungen 
das Verständnis des von ihm am höchsten bewunderten Werkes von Gau 
zu erleichtern. 


Sl. 


Wir betrachten im Folgenden drei Paare von unabhängigen Variabeln 


@ı)ı @r Yolı (dis 95) 
und zwei heihen von je vier willkürlichen Konstanten 


02= 09, 21, Or, 03, 

.) ) / .) /) 

P=Po Pıs Pr} Ps. 
Bedeutet ”, s, /, wie immer im folgenden, irgend eine Permutation der drei 
Indizes 1, 2, 3 (während der Index 0 ungeändert bleibt), so dürfen wir jeden 
aus den Variabeln und Konstanten gebildeten Ausdruck, der in bezug auf 
die beiden Indizes s, { symmetrisch ist, als eine durch den Index r bestimmte 
Größe ansehen und demgemäß bezeichnen. In diesem Sinne bilden wir 
drei binäre quadratische Formen F\,, F,, F, durch die gemeinsame Definition 


(#,=F.@&, y)= A, + B,2,y, + C,Y 
y- (Dt 0) (Pr, + ey) — (0% + Boy) (Ro, + P.Yy) ; 
wo also 


(2.) 


7 


A,=P,P,—- ur, U,= 0,0%, — PP; ; 


) 2 RM) - 
B,=0,ß,+ 0,9, — 0,9, — @oßo» 


Wir wollen beweisen, daß diese drei Formen ein und dieselbe Dis- 
krımınante 


3.) DB sta ee 


U 


haben, und daß jede von ihnen durch eine entsprechende bilineare Substitution 


IM das Produkt der beiden anderen Formen übergeht. 


Das erstere folgt leicht aus einem bekannten Satze über partiale 





eterminanten. Bildet man aus zwei Reihen von je vier Größen 


! „ m 
Pı Pı Pı P ; 
3 77 ı 


I, 1:99 
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die sechs Determinanten 


(| P=pg -ap, Q=pa"—ap", R=pgq"-ap", 


(4.) T Z ı m_ım y r_ tm r_ m ‘ u 7 ! 
Ü=p Ace DE T=pgq -q4p,»2=pP4 IP; 


so genügen die drei letzteren den beiden Gleichungen 
Up — Ty'+ Sp" = 0, Ug— Ta’+ I 0: 
multipliziert man die erste mit —g, die zweite mit » und addiert, so erhält 
man den in Rede stehenden Satz 
(3.) PU-QT+RS=V0. 


Wenden wir ihn auf das Beispiel 


| p=P,, D= Bi; D md, pp —=fl, . 


(6.) 


| 01= 00, q =—/),, en — N, g=—a 
an, so wird zufolge (2.): 
j > l / ID ' ) 
| P=—A, Q=—A, FR u (B,+ ) 
IF! a 
de.) | | | 
U=-(, T=-(, S=-,(B.-B, 
also 
Y \ l ) > > \ 
A,C— 4, ( +3 (B,+Bb)(B,—B)=0 
oder 


B-4AAC=BR-A4AC, 


womit unsere Behauptung über die Diskriminanten der drei Formen be- 
wiesen ist. Wir bemerken zugleich, daß diese gemeinsame Diskriminante 7), 
die eine homogene Funktion vierten Grades von den acht Konstanten «, > 
ist, nicht identisch verschwindet; denn wenn man z.B. = 9,=U, alle 
anderen sechs Konstanten «, ?—=1 setzt, so werden alle neun Koeffizienten 
4,,B,,C, gleich 1, also D=—3. 

Um auch die zweite Behauptung zu beweisen, setzen wir zur Ab- 
kürzung 


A A, nm 
CO F\, OF, . 
(8.) =-2Ax.,+5, y.=2u. —R x.+2( 7 = 2", 
O2, OYr | | 
woraus 


(9.) 
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folgt, und nehmen die Konstanten (6.) zu Koeffizienten der beiden bilinearen, 
in bezug auf s, { symmetrischen Funktionen 


i 7 ; m e y ” 
(10) (= BE ta Sy ty + Pay Ya 


ri . \ > ! /.) r. / 
| r, = - LT u Yı PB, Yu U, Ys Yır 


Kliminiert man der heihe nach jedes der vier Produkte x, x,, ©, y,, 4%, YYı, 
so erhält man mit Rücksicht auf (4.), (7.), (8.) die Gleichungen 


X, +ß,.}F,= —- Any, — A, y,%— 5 (B.+B)yy=—yum— uyı, 
3, XL, +e,/,= A,2,&; — - (B,— B,) y,,— Cyy=—yv tu, 
B,X, +07, = A,2,20,+,(B,— B) u -— Cyy= 2u—VY, 
0,X, + = > (B,+ B,) x, + C,2,y, + Ua 2z.U+v2%, 


die man mit Benutzung der bekannten Bezeichnung für die Multiplikation 
von zwei binären Substitutionen auch in der Form 


3,A,+e Y,, %A,+Po 7 ( Li ") ( HM, " 

oA, +! PA,» t% F, — Y UF/ \yn 
darstellen kann, und da bekanntlich die Determinante des Produktes von 
zwei Substitutionen das Produkt aus deren Determinanten ist, so ergibt sich 


aus der Definition (1.) der Formen F,—=F,(@x,, y,) und aus (9.) das Resultat 


(11.) EI, IE, 
womit auch unsere zweite Behauptung bewiesen ist. 

Man erkennt übrigens leicht, daß dieser zweite Satz (11.) den ersten (3.) 
über die Diskriminanten in sich schließt. Sieht man nämlich «,, y, als 
Konstanten an, so nimmt die obige bilineare Substitution (10.) die Form 
einer einfachen binären Substitution 

A, v ( ),%, + 7 Y,) d, + (X, + / Iuys) N: ’ 


Y,= — (a0 + By) (Brct ey) Y 


an, deren Determinante zufolge (1.) gleich — F/, ist, und durch diese Sub- 
stitution geht die Form 


F(X. DAB BEL +? 
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Dedekind. über binäre trilineare Formen und die Komposition usw. - 
nach dem Satze (11.) in die Form 


FF,@, y)= FA? + FB + FC: 


über. Nach dem bekannten Frundamentalsatz über die Transformation einer 
binären quadratischen Form durch eine einfache lineare Substitution ist aber 
die Diskriminante der neuen Form gleich der der alten, multipliziert mit dem 
(Quadrate der Substitutionsdeterminante. Bezeichnet man nun mit D,, D,, D, 
die Diskriminanten der Formen F,, #5, F,, so ist in unserem Falle die 
Diskriminante der neuen Form 


(FBY-4(KA)CKC)= DR. 


und da J. die Diskriminante der alten Form, und — /, die Substitutions- 
determinante ist, so folgt D,F}= D,(— F,)', also D,= /),, was zu beweisen war. 

Die acht Konstanten «, 7 bilden daher immer die Koeffizienten von 
drei verwandten binären bilinearen Substitutionen, deren Zusammenhang 
wesentlich in der Identität 


(12.) Yı A, 4 4 u; A, —.d, N, BE Sy A; —.6dz N, 


besteht, und erzeugen zugleich drei quadratische Formen, deren jede dureh 
eine dieser Substitutionen in das Produkt der beiden anderen übergeht. 
Indem wir uns vorbehalten, auf diese Identität später (in $ 4) zurück- 
zukommen, beschließen wir diese Betrachtungen mit einer Bemerkung, die 
sich auf den Fall bezieht, wo die bisher willkürlichen acht Konstanten «, > 
ganze ratıonale Zahlen sind. Dann sind auch die Koeffizienten der drei 
Formen F,, #%;, F, und deren Diskriminante /) ganze Zahlen: wir wollen 
annehmen, daß keine dieser Formen identisch verschwindet, und wollen 
mit ./,. den Teiler der Form F,, d.h. den positiven größten gemeinsamen 
Teiler ihrer Koeffizienten A,, B,, U, bezeichnen. Bedeutet ferner A, den 
größten gemeinsamen Teiler von J/, J/,, also auch den der sechs Koeffi- 
zienten A, BD, 0, A, DB, €, so folgt aus (3.) auch 5, 5, (mod 2A,). 
mithin ist A, auch gemeinsamer Teiler der sechs partialen Determinanten (7.) 
und zwar der yrößte, weil umgekehrt jeder gemeinsame Teiler dieser 
Determinanten offenbar auch in 5, B,. also in \/. M,, X, aufgeht. 
Entwickelt man nun beide Seiten der in bezug auf die vier Variabeln 
Us Is , ı Identischen Gleichung (11.) durch Auflösung aller die Variabeln 


einschließenden Klammern, so leuchtet ein. daß alle Koeffizienten der linken 
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Seite durch M, teilbar sind, während offenbar das Produkt ./,./, der größte 
semeinsame Teiler der neun Koeffizienten der rechten Seite ist; mithin ist 
MW M, teılbar durch M,, also 


(13.) M,M,=M,N,, M;M,=M,N,, M,M,=M,N,, 

wo \,, N, N, ebenfalls natürliche Zahlen bedeuten; dann ist zugleich 
(14.) M=N,N,, M3=N,N, M3=N,.N,, 

und wenn z.B. J,. M, relative Primzahlen sind, also X,=1, so folgt 


(15.) M,=M,M,, N = 1, N,=M,;, N;=M;). 


s 2. 


Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu der Aufgabe, welche 
Gau im Art. 235 der Disquisitiones Arithmeticae behandelt hat. Ich will aber 
vorher bemerken, daß ich hier wie schon früher”) statt der von Gauß zu- 
srunde gelegten Formen aa” +2bxy+cy’, deren zweiter Koeffizient den 
Faktor 2 enthält, immer Formen fr, y)=ax’”+bxy+cy’ betrachte, wo 
a,b, c beliebige Konstanten bedeuten, die nur der Beschränkung unterliegen 
sollen, daß die aus ihnen gebildete Drskriminante Oo=b"—4ac der Form 
f=f(x,y) von Null verschieden ist. 

Sind nun = fi (1, Yı), R= Pr (a, Yo), = (5, y) drei solehe Formen 
mit den Diskriminanten ©,, ©,, ©;, so besteht die Untersuchung darin, alle 
Folgerungen aus der Annahme zu ziehen, daß die erste Form /, durch eine 
bilineare Substitution in das Produkt ff; der beiden anderen Formen über- 
eeht; bezeichnet man daher mit A\,, }, zwei bilineare Funktionen der beiden 
Paare (x, %), (X, %), so wird diese Annahme durch die Identität 


h(A:; N)=hf; 


ausgedrückt: um aber die Symmetrie so viel wie möglich zu bewahren, 
fügen wir dem Produkte noch einen von Null verschiedenen konstanten 
Faktor 4, hinzu und setzen also 


(16.) A, M)=hıfp. 


*) Zuerst in $$ 169, 170 der zweiten Auflage (1871) von Dirichlets Vorlesungen 
über Zahlentheorie. 
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Aus den acht Koeffizienten «@, 5 der bilinearen Funktionen, die wir 
(gemäß (10.) in $ 1) in die Form 


. | A, u Pilot; + 0513 Y; + 03223 + PoY2Ys ) 
(17.) 5 


ı = (Ola Tl — ;23Y3 — a Ya; 0,4. Y 


setzen, bilden wir nach $ 1 die drei Formen F,. F;, F;; dann besteht das 
Endresultat der Untersuchung wesentlich darin, daß diese Formen sich be- 
ziehungsweise von den Formen /,, f, /; nur um konstante, von Null ver- 


schiedene Faktoren ,, r,, , unterscheiden, daß also identisch 


(18.) FK=nf; F,=n,f., I,=n,f; 
ist. 

Um dies in aller Kürze zu beweisen, verfahre man ebenso wie bei 
dem zweiten Beweise des Diskriminantensatzes (3.) in $1. Sieht man in 
den Gleichungen (17.) erst x,, y,, dann .r,, y, als Konstanten an, so nehmen 
sie die Gestalt von einfachen linearen Substitutionen an, deren Determinanten 
resp. — F;,, — F, sind, und der Fundamentalsatz über solche Transformationen 
einer Form /, ergibt zufolge der Annahme (16.) die beiden Gleichungen 


( (— F,)’ = Ö;lk, f2); ( (- F;)' ih, c 1); 


\ 


und da k,, ©,, ©, ©, nach unserer Annahme von Null verschieden sind, so folgen 
hieraus die beiden letzten Gleichungen (18.), wo ,, n, von Null verschiedene 
Konstanten bedeuten. Multipliziert man diese beiden Gleichungen mit einander, 
so geht die Annahme (16.) mit Rücksicht auf den Satz (11.) in $ 1 in die 
Gleichung 

kı Pı(A,, N) u nn; f1(A,. r,, 


über, welche identisch in bezug auf die vier Variabeln u, y,, 5, 1, bestehen 
muß. Da nun ©, nicht Null ist, also auch die Form /, nicht identisch 
verschwindet, so gilt dasselbe auch von der Form F,=,f,; man kann daher 
den Variabeln ,, y, in (17.) solche Werte beilegen, daß F, einen von Null 


verschiedenen Wert erhält, und folglich kann man hierauf 


De 


„4%, Immer so 


wählen, daß A,, }, beliebig vorgeschriebene Werte x,, y, annehmen: man 
darf daher in der vorstehenden Gleichung X,, }, durch die unabhängigen 
Variabeln x,, y, ersetzen, und folglich gilt auch die erste der Identitäten (18.). 
was zu beweisen war. 
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Umgekehrt, wenn zwischen drei Formen /,, f, /,; und den in $1 
definierten Formen F,, F;, F, die drei Identitäten (18.) bestehen, wo n,, %,, 7; 
von Null verschiedene Konstanten bedeuten, so folgen aus dem Satze (11.) 
in $ 1 die drei Identitäten 

(19) X, Mekff, 


Wo 


N,.N; 
(20.) Auirg. 
d.h. jede der drei Formen /,, /, / geht durch eine bilineare Substitution 
in das mit einer Konstanten multiplizierte Produkt der beiden anderen 
Formen über. 
Die drei Gleichungen (18.), aus denen unmittelbar die Relationen 


ww 


4% \ ER an mt nn 2 ER Pa 
(21.) D=0,n) = 0,n} = 0,n 


zwischen den Diskriminanten der sechs Formen F,, /,; folgen, schließen die- 
jenigen neun Gleichungen in sich, welche Gauß in der Schlußbemerkung 
des Art. 235 mit (2 bezeichnet, und die als Grundlage für die in den 
Artikeln 236— 241 folgenden Untersuchungen dienen. Die Gleichungen 
(18.), bei deren Ableitung wir gar keine Voraussetzung über die besondere 
Natur der Koeffizienten der Formen /,, f, /; und der bilinearen Funktionen 
X, Fi gemacht haben, enthalten den algebraischen Teil der Untersuchung; 
wir wollen jetzt annehmen, alle diese Koeffizienten seien ganze rationale 
Zahlen, und wollen die zuhlentheoretischen Folgerungen aus der Annahme 
(16.) ziehen, die bei (rauf schon im Laufe seiner Untersuchung auftreten. 
Aus (18.) folgt zunächst, daß »,, n,, », ganze oder gebrochene rationale 
Zahlen sind, mithin haben zufolge (21.) die Diskriminanten /, Ö,, OÖ, ©; 
dasselbe Vorzeichen, und sie verhalten sich wie Quadrate von ganzen Zahlen 
(Oonelusio prima bei Gauß). Bezeichnen wir ferner mit m, den "Teiler der 
Form /, und (wie in $ 1) mit M, den der Form F,, so ist zufolge (18.) 


fs‘ » N man. — ann 
wo 


(23.) === 1, 


also £,7%, E75. &71, Positiv sind. 
Jetzt kehren wir, indem wir die Symmetrie aufgeben, zu der eigent- 
lichen Annahme von Gauß zurück, daß nämlich /, durch die bilineare Sub- 
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stitution (17.) in das Produkt /,/, selbst übergeht, dab also 


mithin 
(25.) kel, nenn, = &8& 
ist, woraus nach (21.), (22.) auch 
(26.) 9,= 0,9%, I,=0n, 
(27.) 0m; = 0,M;, 0,m; =0,M} 


folgt. Bedeutet daher A, wieder den größten gemeinsamen Teiler von 
M,, M, (wie in $ 1), so ist 0,8? der größte gemeinsame Teiler der beiden 
Produkte O,m;, O;m, (Conelusio secunda et quarta bei Gau). 

Nach der Definition von (Gauß heißt nun die Form f, zusammen- 
gesetzt (composıta) aus den beiden Formen fa; fa wenn K,=1 ist, also M,, JM, 
relative Primzahlen sind. Beschränken wir uns jetzt auf diesen Fall, so 
folgt aus (27.), dab die Diskriminante Ö, der aus la; I; zusammengesetzt NH 
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Form f, der größte gememsame Teiler von O,m;, ©, m; ist. Da ferner nach (15.) 
in $ 1 aus der jetzigen Annahme auch J/, = ./,.\/, folgt, so ergibt sich aus 
(22.), (25.) auch mM, =MN,M;, d.h. der Teiler m, der zusammendge setzten Form fi 
ıst das Produkt aus den Terlern Mo, Hl, der Formen fa; Is Conelusio quinta 

bei Gauß). 
Hiermit ist der wesentliche Inhalt des Art. 235 der Disquisitiones 
Arithmeticae erschöpft. Die daselbst zum Ziele führenden Rechnungen, die 
i zam großen Teil nur angedeutet sind, und deren wirkliche Ausführung dem 
i Leser überlassen ist, glaube ich in der hier vorliegenden Darstellung erheblich 
i vereinfacht zu haben. Da diese Vereinfachung hauptsächlich auf der in 
| $ 1 vorausgeschiekten Einführung der mit einer jeden bilinearen Substitution 
i j verbundenen drei Formen #,, F;, /; und auf deren symmetrischer Behandlung 
rÄ beruht, welche mit geringer Rechnung zu dem Hauptsatze (11.) führt, so 
; war es eben wegen dieser Symmetrie nicht möglich, die Bezeichnungen von 
| (rauß beizubehalten. Zur Erleichterung einer Vergleichung bemerke ich 


folgendes. (Gar untersucht die Transformation einer Form Fin das Produkt 
von zwei Formen /, /', deren Variable entsprechend bezeichnet sind, durch 
die bilineare Substitution 
X\=pıc+pay+p'yc+p"yy, 
Y=gac+gay+g’yc+gq"yy 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 1. ) 
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und gebraucht die Zeiehen P, Q@, R, S, T, U in derselben Bedeutung wie in 
Gleichung (4.). Um daher von dieser Bezeichnung zu der meinigen in (24.) 
überzugehen, hat man F, /, f' resp. durch /, f, /; zu ersetzen, und die vor- 
stehende bilineare Substitution geht in (17.) über, wenn die Koeffizienten 
pP: P...g wie in (6.) ausgedrückt werden, wobei die Indizes r, s, f resp. 
durch 1,2,3 zu ersetzen sind. Beachtet man nun die Vorzeichen der 
hieraus entspringenden Ausdrücke (7.), so erkennt man, daß man die in den 
neun Schlußgleichungen 42 bei Gau auftretenden beiden Zahlen », »' resp. 
durch —,, —n, zu ersetzen hat, um diese Gleichungen 2 in Überein- 
stimmung mit unseren Gleichungen (18.) zu bringen, in denen zufolge (25.) 
N,=n,n, ist. Dies ist deshalb erwähnenswert, weil (rauf auf die Vorzeichen 
der Zahlen n, »’ eine wichtige Unterscheidung hinsichtlich der Ar’ gründet, 
wie die Formen f, /’ in die Transformation oder Komposition F=/f' ein- 
treten, worauf wir hier aber nieht näher eingehen können. 


8 3. 


Der Satz (11.) in $ 1, auf welchem alles andere beruht, ist dort wohl 
auf dem kürzesten Wege hergeleitet, nämlich durch unmittelbare Rechnung 
mit den acht Konstanten «, 7, aus denen die Koeffizienten der sechs bilinearen 
Funktionen (10.) und die der drei quadratischen Formen (1.) gebildet sind. 
Man kann aber zu demselben Resultate und zu einem tieferen Einblick in 
den Gegenstand der Untersuchung auf einem ganz anderen Wege gelangen, 
wobei diese Konstanten «, % gar nicht explizite in die Rechnung eintreten, 
sondern die in (12.) angeführte binäre trilineare Form als alleiniger Aus- 
eangspunkt der Untersuchung dient. Der Weg, den ich hierbei einschlage, 
beruht auf der freiesten Ausnutzung der totalen Differentiation ın der Auf- 
fassung, wie ich sie mir seit vielen Jahren gebildet und gelegentlich auch 
befreundeten Mathematikern mitgeteilt habe.”) Da dieselbe nicht nur in 
der reinen Analysis, sondern auch in der Geometrie, Mechanik, in der 
mathematischen Physik nützlich verwendet werden kann und noch nicht 
so allgemein bekannt zu sein scheint, wie sie es wohl verdient, so will 


*) Verel. $ 159 der zweiten Auflage (1571) von Dirichlets Vorlesungen über 
Zahlentheorie und meinen Aufsatz: Zur Theorie der aus % ‚Haupteinheiten gebildeten 
komplexen Größen (Göttinger Nachrichten 1885), wo von dieser Auffassung Gebrauch 
gemacht ist. 





ni 
i 
A;. 
<a 
Ri) 
En. 
= 
> 
De] 
Be: 
N 
hi 
Ri 
En”. 
€ 
Be 
E 
Er 
NS 
Far 
> 
nB 
% 
Me 
n 
% 
# 
r 


sc 


| 





Pe 5 nt 2 1 Da A a a a En 
BL Er ha Sans a a + 3 aa A a Nee el At 


ER 


& 
Ei 
$ 
& 
r 
3 
x 
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ich wenigstens das, was für unseren Zweck erforderlich ist, zunächst 
besprechen. 

Ich betrachte einen analytischen Raum, in welchem jeder Punkt 
durch die Werte von » unabhängigen Variabeln (Koordinaten) ©, &%, ... 
bestimmt ist, und bezeichne mit > den Inbegriff aller derjenigen Funktionen 
dieser Variabeln, welche partielle Derivierte von beliebig hoher Ordnung 
besitzen und zugleich der Bedingung 

oO Ol ( op 
(28.) Or, (52)= Ox 3 
genügen. Dann soll das Zeichen d eine Operation bedeuten, welche aus 
jeder solehen Funktion y eine entsprechende, ebenfalls in <> enthaltene 
Funktion dy in der Weise erzeugt, daß. das bekannte (Grundgesetz der 
totalen Differentiation erfüllt wird, d. h. jede zwischen ın solehen Funktionen 
(is Pay... Y,„ bestehende Identität 


(29.) F (1. Pay... Pu) =V 
soll die Identität 
of ol oF 


og, “+ Op; m I. "Pn= 


(30.) 

zur Folge haben. 

Dab solche Operationen ( überhaupt möglich sind, geht aus der ge- 
wöhnlichen Auffassung der Differentiale als unendlich kleiner Änderungen 
der Variablen hervor; wir müssen aber jetzt feststellen, in welchem Um- 
fange solche Operationen d in der obigen allgemeinsten Auffassung existieren, 
und wodurch sie vollständig bestimmt werden. Die letztere Frage läßt sich 
sofort beantworten; denn wenn g irgend eine in dem System «<> enthaltene 
Funktion ist, so besteht zwischen ihr und den » unabhängigen Variablen 


2%, %yy... X, eine Identität, die wir in der Form 


(31.) f zn (a, da, nn Un 


darstellen dürfen, und hieraus soll nach der obigen Definition der Operation d 
die Identität 


32) dy=zt du sedud +, da,=2 


ud Or 


ap}, 


folgen; mithin ist die Operation ( vollständig bestimmt, sobald in jedem 


+) ” 
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Punkte unseres Raumes die Werte der » Funktionen 


(33.) 03.,08...,03 


nt 


gegeben sind. Umgekehrt, hat man diese » Funktionen willkürlich aus 
gewählt, und bildet man daraus nach (32.) für jede Funktion y eine zu- 
gehörige Funktion dy (welche für y=x, offenbar mit der gewählten 
Funktion «., übereinstimmt), so ist leicht zu zeigen, daß die hierdurch 
bestimmte Operation « wirklich der obigen Grundforderung genügt. Denn 
dureh partielle Derivation in bezug auf die Variable x, ergibt sich aus der 
oben angenommenen Identität (29.) bekanntlich 


OÖ F op, de Ö F OQ, 4 + Ö I oO Fu () 
Ö T, Or, 'e) P,; Ir, 6) FT ın @) Jr an ’ 


multipliziert man mit «x, und summiert, indem man ” die Indizes 1,2,... 
durchlaufen läßt, so ergibt sich mit Rücksicht auf (32.) die zu beweisende 
Gleiehung (30.). 

Aus dem in (29.), (30.) ausgedrückten Grundgesetz einer solchen 
Operation d leuchtet auch unmittelbar ihre /nvarıanz ein, d.h. sie bleibt 
dieselbe, wenn statt der Koordinaten © ein anderes System von n von ein- 
ander unabhängigen Funktionen y zur Ortsbestimmung gewählt wird, wobei 
die ihnen entsprechenden Funktionen dy gemäß (32.) aus den Funktionen dr 
zu bestimmen sind. Auch versteht sich von selbst, daß zufolge desselben 
(Gesetzes alle Regeln der gewöhnlichen Differentiation, wie 


dytp)=dg tdg, dyy)=pdygı + yıdp: 


ihre volle Geltung behalten. 

Unter den vielen verschiedenen Namen, welche man je nach der 
Beschaffenheit des Anwendungsgebietes einer solchen Operation d beilegen 
möchte, ”) will ich hier den in einem solchen Gebiete eingebürgerten, freilich 
in viel speziellerer Bedeutung gebrauchten Namen Vektor wählen, während 
die durch d erzeugten Funktionen dy unbedenklich Differentiale genannt 


.. . . . . © . . . . 
werden können. Die partielle Derivation „ - in bezug auf die Variable «, 


8, 


*) Immer von einer Differentiation erster Ordnung oder Variation erster Ordnung 
zu sprechen, ist zu unbequem. Sophus Lie gebraucht für seine Symbole X (f), die mit 
den Vektoren identisch sind, den Namen infinitesimale Transformation (Theorie der 
Transformationsgruppen; Abschnitt 1, Kapitel 3, $ 13, 8. 54). 
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ist offenbar der spezielle Vektor /, für welchen die Differentiale (33.) mit 
Ausnahme von d.ı,, welches =1 ist, identisch verschwinden. Es ist auch 
zweckmäßig, den Vektor N\// einzuführen, und durch d=0 anzudeuten, daß 
«allen Funktionen (33.), also auch alle dy identisch verschwinden; eine Ver- 
wirrung ist hierbei nicht zu befürchten, weil aus dem Zusammenhang sich 
immer ergeben wird, ob von der Zahl oder dem Vektor Null die Rede ist. 

Da ein Vektor d aus jedem Element „ des Systems # ein ebenfalls 
in $ enthaltenes Element dy erzeugt, so fällt diese Operation unter den 
viel allgemeineren Begriff einer Abbildung des Systems Pb im sich selbst. 
Solche Abbildungen, die im folgenden ausschließlich durch Buchstaben - 
(mit Akzenten oder Indizes) bezeichnet werden sollen, gestatten sehr mannig- 
faltige Verbindungen und symbolische Rechnungen, die ich jetzt erkläre, um 
sie später auf unsere Vektoren anzuwenden. Eine Abbildung «e von «> in 
in sich selbst erzeugt aus jedem Element y des Systems <> ein mit cy zu 
bezeichnendes Bild, welches wieder eine in # enthaltene Funktion ist, und 
die Abbildungen e, « gelten stets und nur dann für eine und dieselbe 
was durch e=e' ausgedrückt wird —, wenn für jede Funktion y die Identität 
ep=eg besteht. Aus je zwei Abbildungen +,, , entspringt eine als Produkt 
e,% zu bezeichnende Abbildung, welche durch die für jede Funktion y 
geltende Identität (e,&)y =e,(%,y)=e,e,p erklärt wird und von dem Produkte 
ee, wohl zu unterscheiden ist; ersetzt man aber in dieser Definition die 
willkürliche Funktion g durch e,y4, wo e, eine beliebige Abbildung bedeutet, 
so ergibt sich unmittelbar die Geltung des Assoziationsgesetzes 


/ \ 
ı 64 &o 16a at C36,) = 0, Calz, 


und hieraus folgt in bekannter Weise die bestimmte Bedeutung eines aus 
m Abbildungen in vorgeschriebener Folge gebildeten Produktes +, 
Zwei Abbildungen e,, ec, heißen permutabel, wenn #,%,= 0,0, ist. 
Ebenso sollen Summe und Differenz (e, +) und, wenn 7 eine 
Funktion in <> ist, das Produkt A. durch 
te)gy=aytay und Aeoy=kleg)=heg 


erklärt werden, und eine symbolische Gleichung von der Form 


(34.) e= ha ++: +4,e,„ = 24h 05 


i 


wo die A, Funktionen in # sind, soll bedeuten, dab für jede Funktion y 
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die Identität 
(35.) ey=Z2,egY 


besteht. Ersetzt man y durch ey, wo e' eine beliebige Abbildung bedeutet, 
so ergibt sich, daß die symbolische Gleichung 


(36.) lee —= Nu 2, e, e, 


wo 4 eine Funktion bedeutet, eine notwendige Folge der Gleichung (34.) 
ist, d. h. man darf eine solche Gleichung gliedweise von links mit einer 
Funktion A, von rechts mit einer Funktion y oder einer Abbildung e’' multi- 
plizieren; ebenso darf man solche Gleichungen addieren und subtrahieren, 
wie wenn die Abbildungen e Größen wären. Da ferner ein Vektor d alle 
Regeln der gewöhnlichen Differentiation befolgt, so ergibt sich aus (35.) 
ebenso, daß auch die symbolische Gleichung 
(37.) de= >77 de, + Edi, e, 

eine Folge von (34.) ist. 

Wir betrachten im folgenden nur solche Abbildungen e, welche 
entweder selbst Vektoren oder Produkte von mehreren Vektoren sind. Hat 
man ein System von m Vektoren d,, d,,... d„ und ebenso vielen Funktionen 
hy bayern Am, 80 ergibt sich aus der Gleichung (32.), wenn man sie für jeden 
Vektor d, in Anspruch nimmt und von links mit 4, multipliziert, daß jede 
Abbildung von der Form 


(38.) d=nd+id+- +3,d„=Zhd, 


wieder ein Vektor ist; einen solchen Vektor ‘ nennen wir abhangıg von 
den m Vektoren d,, und ebenso sagen wir, daß diese m Vektoren d, von 
einander abhängıy seien oder ein reduzibles System bilden, falls es 
m Funktionen 4, gibt, die nicht alle identisch verschwinden, und für welche 
der vorstehende Vektor d=0 wird. Offenbar tritt dieser Fall immer ein, 
wenn m >n ist; ist aber m<Zn, so wird er dadurch charakterisiert, daß 
alle Determinanten m-ten Grades, die man aus den m Zeilen und aus 
n Spalten des Systems 

A A er 
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bilden kann, identisch verschwinden. Wir sagen ferner, die m Vektoren d, 
in (38.) seien von eınander unabhängig oder sie bilden ein irreduzibles System. 
wenn die Forderung d=0 nur durch das identische Verschwinden aller 
m Funktionen 4, erfüllt wird. Bilden » Vektoren d,, d,,... d, ein solches 
irreduzibles System, so läßt sich jeder Vektor d in der Form 


(39.) d=ud+tand+.. +4.d= id, 
darstellen, wo die » Funktionen 4, durch « vollständig bestimmt sind. Ein 
solches System bilden offenbar die » partiellen Derivationen _ -, und die 


vorstehende Gleichung geht dann in | 


r 


d= N dx 


f r 
® « ”, 


4 
© 


iiber, die mit (32.) übereinstimmt. 

Wir wollen jetzt zwei beliebige Vektoren d,, cd, betrachten und die 
daraus entspringenden Produkte d,d, und d,d, mit einander vergleichen. Zu- 
folge (32.) ist 

r „$ Ze K og 
h9= 25,4, day=2 ut F)dıa 
wo r,s die Indizes 1, 2,... » durchlaufen, und da jeder Vektor die Regeln 
der totalen Differentiation befolgt, so wird 


dd,p= 3 . d,d,x, +5 er (29), x.d,x, 


r 


und ebenso durch Eye von d,, d; 


ddp = 3 Id, dx, ! Be d,x.d,.x,: 
Or, Or, \Oa, 


vertauscht man in der letzten Doppelsumme die beiden von einander un- 
abhängigen Summationsbuchstaben 7, s mit einander, so ergibt sich aus der 
Annahme (28.) ihre Identität mit der Doppelsumme, welche in der Darstellung 
von d,d,p auftritt; durch Subtraktion erhält man daher die Gleichung 


(d.id,— d,d)p= E° (dd, d,d,)x,, 
O4, 


in welcher nur die Derivierten erster Ordnung der willkürlichen Funktion y 
auftreten. Definiert man daher eine neue Operation oder Abbildung («,, «,) 
durch 


(40.) (di, d,)—= dd, — d,d, = — (d,, di) 
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so wird 


(41.) (d, d)p=& 5° (d,, dı)a,, 


und durch Vergleichung mit (32.) ergibt sich der wichtige Satz, daß diese 
Abbildung (d,, d,) wieder ein lektor ist. Dieser Satz ist meines Wissens 
zuerst von ‚Jtcobı gefunden (in $ 23 der nachgelassenen Abhandlung Nova 
methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis inter numerum 
variabilium quemeunque propositas integrandi, dieses Journal Bd. 60) und 
bildet eine wesentliche Grundlage seiner Untersuchungen über die partiellen 
Ditferentialgleichungen. Ich bemerke ausdrücklich, daß die von ihm mit 
A, DB bezeichneten Operationen vollständig identisch mit unseren Vektoren 
sind; dab aber diese Operationen nicht nur die Gesetze der totalen Diffe- 
rentiation befolgen, sondern dab gerade in dieser, alles andere einschließenden 
Kigenschaft ihr ganzes Wesen besteht, scheint nirgends deutlich erkannt und 
in aller Schärfe ausgesprochen zu sein. 

Daß zwei Vektoren d,,d, permutabel sind, daß also d,d,—d,d, ist, 
wird jetzt durch (d,, 4)=0 ausgedrückt. Wir betrachten nun drei beliebige 
Vektoren d,, d,, d, und bilden daraus die Abbildung 


(42.) (diyd,, d)=d,(d,, d)— (d,, d)d=— (di; d;, ds), 


\ 
welche zufolge des eben erhaltenen Fundamentalsatzes ebenfalls ein Vektor 
ist; verfährt man nach den bei (34.), (36.), (37.) angegebenen Regeln, so 
so erhält man 


(di: d,, d)=(ddd, + d,d,d,)— (dd,d, +d,d,d;), 
und hieraus ergibt sich durch zyklische Vertauschung und Addition der Satz”) 
(45.) (dyd,, d)+ (ld, d, d)+ (ld; d, d)=d. 


Wenden wir dieselben Regeln auf die Gleichung (38.) an, die wir 
wieder in der Form 


(44.) d=Z1d, 
darstellen, und bezeiehnen wir mit d’ einen beliebigen Vektor, so erhalten wir 
! .. ! ! au / u | Ei 2 
dd“=F3ıdd, dd=Fidd + dad; 


Derselbe Satz findet sich in dem angeführten Werke von Zie (Abschnitt 1, 


Kapitel D, $ 26). 





Be) 
Be, 
3 

5 
2 
E 

2 

P: 

3 

AR 

? 

f 


rn 


me 


rn 


‚n 


ww 


E 
3 











Dedekind, über binäre trilineare Formen und die Komposition usw. 17 


subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten und wendet die Symbolik 
(40.) an, so ergibt sich die Vektorgleichung 


(45.) (d, d)=Zi,(d, d)+ Zd1.d 


als eine notwendige Folge von (44.). 

Bezeichnet man die aus einem Vektor d! durch Wiederholung ent- 
springenden Abbildungen dd, ddd... resp. mit d’, d’..., so gelten auch für 
diese Operationen die gewöhnlichen Regeln der Differentiation, z. B. 


23 


r Oo Ah ( ( 
d’ =! ar d’ı,+2- 7 dx,dı,. 


. oOXr,0OL, 


Genügen die » Differentiale dx, den partiellen Differentialgleichungen 


x,=0 (was z. B. immer dann eintritt, wenn sie konstant sind), so folgt 


ng 
* 


dyo= ie ey 5 da,d,, 


und wenn man für eine ganze homogene Funktion zweiten Grades 
F=Ff(a,,%,...x,) wählt, so wird 


(46.) d’F=2 Fld«,, dz. ... dx). 
Im Falle »=2 wollen wir mit x, y die unabhängigen Variabeln und 


mit d einen Vektor bezeichnen, der den Bedingungen Pr=d’y=(0 genügt. 
Betrachten wir nun eine binäre quadratische Form 


(47.) F=F(t, y)= Aa” +Bay+Cy 
und setzen deren Diskriminante 

(48.) "—4AU=D, 
so wird 

49) | A F=(2Ar + By)de+(Bxe+2Cy)dy 

| = x(2Adx + Bdy)+ yBdx+2Cdy) 

und 

(50.) - ÜF= Ada +Bdady+Cdy’=F(dx, dy), 


Diese Gleichungen lassen sich, wenn man die Multiplikation der binären 
Substitutionen benutzt, auch in der Form 


R 2F, dF ‚dx 
er = er) (dr 2 vie a a 


y,dy’ 


Journal für Mathematik Bd. 129, Heft 1. 








18 Dedekind, über binäre trilineare Formen und die Komposition usw. 


darstellen, und aus dem Satze über die Determinante eines Produktes von 
Substitutionen ergibt sich 


(52.) dF’—2FF=ND(aedy—ydı). 


Es braucht aber kaum gesagt zu werden, dab dies nichts anderes ist als 
der bekannte, auch in $ 1 benutzte Fundamentalsatz für die T'ransformation 
einer binären quadratischen Form / von der Diskriminante D) durch eine 
binäre Substitution Wr und dab der vorstehende Beweis ganz unab- 
hängig von der hier vorgetragenen Theorie der Vektoren ist; der Satz sollte 
nur im Anschluß an diese Theorie in einer solchen Form dargestellt werden, 
wie wir ihn demnächst gebrauchen werden. 


s 4. 


Wir kehren jetzt zu der in $ 1 geführten Untersuchung zurück, um 
sie in anderer Form zu wiederholen und fortzusetzen. Wir betrachten, wie 
dort, drei Paare von unabhängigen Variabeln (“,, Yı), (X, Y2), (X, 13), die 
wir kurz die Paare >,, z,, z, nennen, und wollen in diesem sechsfach aus- 
gedehnten analytischen Raume die Eigenschaften einer bindren trilinearen 
Form FH untersuchen, d.h. einer ganzen Funktion, welche in bezug auf 
jedes der drei Paare homogen vom ersten Grade ist. Hieraus folgt zunächst 


i lH a H oH > H oH oH 
(53.) H=x = +y, . En 1 Un, +. 


2 j R 
O8, oJ OR, NY: u ON: 


Bezeiehnen wir (wie in $ 1) mit v,s, irgend eine Permutation der 
drei Indizes 1, 2, 3, so können wir drei Vektoren d,, d,, d, durch die gemein- 
same Definition 
; öyOH Opal 
(54.) dp =3—- = - "3-3 
\ 02, Oyr Oyr Oar 


einführen, wo Y, wie immer im folgenden, jede willkürliche Funktion der 
sechs Variabeln bedeuten soll. Zufolge (32.) ist daher 


u oll oll 

(DD.) d,0,=—, dy,=-3 

- x } OYr OX, 
und 

(96.) d,2,=d,y,=d,.,=d,y,=®Q; 


für den Vektor d, verhalten sich daher die Paare >, z, wie Konstanten, 
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während d,.x,, d,y, bilineare Funktionen dieser beiden Paare, also konstant 
in bezug auf das Paar >, sind. Ist daher 9 homogen in bezug auf jedes 
einzelne Paar und zwar vom Grade ın, in bezug auf >,, so ist d,y homogen 
von den Graden m,— 1, m, +1, m,+1 in bezug auf die Paare z, 2, 
Aus (54.) folgt zunächst 

(97.) dH=V0, 


und zufolge (55.) nehmen die Gleichungen (53.) die Form 


(98.) N=yda—ıdy 
an. 

Um nun den in (40.) erklärten Vektor (d,,d)=—(d,d,) zu bilden, 
entwickeln wir die Gleichung (57.), indem wir die Operation /, an dem 
Ausdruck (58.) mit Rücksicht auf (56.) vollziehen, woraus y/,da=ı.d.dy 
folgt; setzt man diese durch x, und y,, also auch durch .,y, teilbare 
ganze Funktion =«,y,F,,, so wird 


(59.) d. d Lt =L F, ee d d Y = F 
Da nun d,x,, d,y, bilineare Funktionen von z,z, also /dx, und d,d.y 


homogen vom ersten Grade in bezug auf 2, vom zweiten Grade in bezug 
auf z, und frei von z, sind, so ist F,, ee bindre quadratische Form des 


7 


Paares z, mit konstanten Koeffizienten. Zufolge (56.) ist nun 
dd.o.=ddy=0, 
mithin können wir die Gleichungen (59.) durch 
(d,, d) =tT, F, i (d ‚d ıy=y F, 
ersetzen; vertauscht man ” mit s, wodurch (d,,d) in (d(,d)=—-(d,, d) 
übergeht, so folgt hieraus 
(d,,.d)a,=— 3, E,,, (d,d)y=—y,F 


wo F,, ebenfalls eine quadratische Form des Paares >, bedeutet. Da ferner 


die Variabeln x,, y, sich für beide Vektoren d,, d, wie Konstanten verhalten. 
so ist (d,, d,) 2.=d, (d,,d)Yy,=Vd. 

Hiermit ist der Vektor (d,, d,) vollständig bestimmt, und zufolge 
(32.) wird 
(60) (d,d)y9=FR..la + S2)-F.(22 +4,52). 


oOX ‚ ol], 
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Dies Resultat gibt Veranlassung, drei neue, von der Form F ganz 
unabhängige Vektoren e,,e;,e, durch die gemeinsame Erklärung 


i og op 
(61.) e,y=L, Be +, Br 
einzuführen, woraus 
(62.) 2,5, ,y,=y, 
und 
(63.) er, ee, Ye, 4,0, Y,>= 0 


folgt. Daß eine Funktion y homogen in bezug auf das Paar >, und zwar 
vom Grade m, ist, wird jetzt durch e, = m,g ausgedrückt; die Gleichungen 
(53.) lauten daher 

(64.) eH=H, 


und die Gleichung (60.) geht über in 
(d,d)g=F.,,9-F,.,e,g. 


Setzt man nun y = F/ und bedenkt, daß zufolge (57.) auch (d,, d,) 1 = 
ist, so erhält man (F,,— F,,) /=0, und da wir annehmen, daß die Form // 
nicht identisch verschwindet, so ergibt sich F,,=F,, (was übrigens auch 
in dem ausgeschlossenen Fall //—=0 gelten würde, weil zufolge (55.), (59.) 
dann beide Formen F, ,, F,, identisch verschwinden); wir dürfen daher diese 
quadratische Form des Paares z, einfacher durch F,—=F‘, (,, ,) bezeichnen, 
und zugleich nimmt die vorhergehende Gleichung die Form 


(69.) (d,d)y=Fle pe, 9) 

an, welche nach (34.) symbolisch auch durch 
(66.) (d,, d)=F,(e— e,) 

ausgedrückt werden kann, und die Gleichungen (59.) lauten jetzt 
(67.) LAS day 


Daß übrigens die durch die erste Gleichung (59.) vollständig definierte 
Größe F,,, symmetrisch in bezug auf r, s ist, hätte man schon dort leicht 
zeigen können; denn setzt man in (54.) die willkürliche Funktion 


OH 


vo=dxı= 
p z, 


x} 
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z 
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so erhält man 
o’H o_oH OH o9H 
O2,0y, Oyr Oy,dy, da, 


F 
5 = 
A, En ) 


und da die hier auftretenden Derivierten zweiter Ordnung ebenso wie 
nur noch die beiden Variabeln «,, y, enthalten, so ergibt sich die genannte 
Symmetrie durch partielle Derivation nach x, und wir erhalten für die Form 
F,=F,,=F, den Ausdruck 


o’H o’H o’H o’ II 
(68.) = x 


02,0y, Oy,da 0y,9y, 02,0% 


Um jetzt den Zusammenhang der gegenwärtigen Untersuchung mit der in 
$ 1 deutlich zu machen, bemerke ich Folgendes. Identifiziert man die 
Form // mit der dort in (12.) dargestellten Funktion, so sind die Kon- 
stanten «,, Pu, &,, P, resp. die Koeffizienten von 2,2325, YpYy, &,YYır ld 
die in (55.) erklärten Größen d,x,, d,y, sind identisch mit den Funktionen 
X,, F, in (10.), und der vorstehende Ausdruck für 7, stimmt vollständig mit 
der dortigen Definition (1.) der drei Formen /',, F\,, F, überein. 

Den Satz (65.) wenden wir jetzt auf zwei Beispiele an. Setzt man 
zuerst 9=F,, so folgt 

(69.) d.d,F,=2F,F,, 


weil d,F\=0, eF,=2F,, eF,=0 ist. Setzt man zweitens y=(,., und be- 
denkt, daß diese Funktion bilinear in bezug auf die beiden Paare 
daß also 

(70.) ed =ede,=di, 


ist, so erhält man d,d.d,w,=d,d,d,x,; zufolge (67.) ist aber d.d,“,=«,F, und 
d,d,«,=x,F,, mithin wird d,@,F)=d(xF), und da x, für beide Vektoren 
d,, d, konstant ist, so folgt der wichtige Satz 

(71.) d.‚F.=dF. 

Diese Funktion ist also symmetrisch in bezug auf alle drei Indizes 

1, 2, 3 und offenbar eine neue trilineare Form, die wir mit //' bezeichnen 
und die zu FH adjungierte Form nennen wollen: es ist also 

(72.) H=dF,=dR,=dF,, 
und der Satz (69.) geht in 
(73.) d,‚H=dF,=2Fr, 
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über. Da zufolge (55.) der Vektor d, den Bedingungen d’x,=d;y,=0 
genügt, so können wir hier die am Schlusse von $ 3 bewiesenen Sätze 
(50.), (52.) anwenden. Zufolge (50.) läßt sich die Gleichung (73.) auch 
in der Form 

(74.) F,(d,x,, dy)=F\F, 


darstellen, und dies Resultat ist offenbar vollständig identisch mit dem 
Hauptsatze (11.) in $ 1, welcher dort auf ganz anderem Wege bewiesen ist. 
Bezeichnet man ferner mit /), die Diskriminante der Form F/,, so folgt aus 
(52.) die Gleichung 


d.IE—2F,dF,=D,(,dy,— y,dı,), 
welche zufolge (72.), (73.), (58.) die Form 
I" —4F,FrF=D,IT 


annimmt; da #,FF,=F, tt, und //, I!" symmetrisch in bezug auf die 
Indizes 1, 2,3 sind, so folgt hieraus, daß die Formen /, #5, #3 dieselbe 
Diskriminante 

(75. D=D),=N,=)), 


besitzen, was mit dem Satze (3.) in $ 1 übereinstimmt, und zugleich ergibt 
sich, daß zwischen den beiden trilinearen Formen /7, /!' und den drei 
quadratischen Formen F,, F,, F, die Identität 


(76. H"—- DH’=4F,F;F, 

besteht. 
Der Satz (71.), auf welchem die Einführung der zu // adjungierten 

Form // beruht, läßt sich auf einem zwar nicht kürzeren, aber mehr 
symmetrischen Wege beweisen, den ich hier noch andeuten will. Aus den 
Definitionen (55.), (56.), (62.), (63.) ergibt sich leicht die Vektoridentität 

77.) (di, )=—d; 
vertauscht man r mit s und subtrahiert, so folgt (d,, e—e,)=0, d.h. die 
beiden Vektoren d, und (e,—e,) sind permutabel. Unterwirft man daher die 
Gleichung (66.) nach der in (45.) angegebenen Regel dem Vektor d, und 
benutzt das in (42.) erklärte Symbol, so erhält man 


(78.) (di; d,, d)=d,F(e-,), 


: 
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und aus dem Satze (43.) folgt 
(4. —d,F,)a+(4 1, —-dF)&a+(d,F,—dF,)e,—0: 


da aber die drei Vektoren e,, %,*, zufolge ihrer Definition (62.), (63.) 
offenbar ein irreduzibles System bilden, so müssen die drei Differenzen 
(d,F,—d,F,) identisch verschwinden, wie zu beweisen war. 

Ich bemerke endlich noch Folgendes. Wenn für eine partikuläre 
Form // die Form F, identisch verschwindet, so muß zufolge (72.), (74. 
auch /Z’ und mindestens eine der beiden Formen /;. F, identisch ver- 


schwinden. Man findet leicht, daß das Verschwinden der beiden Formen 


F,, F, stets und nur dann eintritt, wenn //— A, ‚A, ist, wo /,, eine bilineare 


Funktion der Paare >,, »,, und A, eine lineare Funktion des Paares >, be- 
deutet. Verschwinden alle drei Formen F,.F,, F,, so ist //—h,h,/, ein 


Produkt von drei linearen Faktoren, und umgekehrt. 


$ .), 


Es liegt nahe, die eben geführte Untersuchung von der Form /7 aut 
die zu ihr adjungierte Form /' zu übertragen. Bezeichnet man mit , F, 
die Vektoren und quadratischen Formen, die hierbei aus den auf // bezüg- 
lichen Vektoren und Formen d,, F, hervorgehen, während die in (61. 
erklärten Vektoren +, ihre von // gänzlich unabhängige Bedeutung behalten, 
so ist 


9) FIBRL 

hieraus folgt zunächst die mit (57.) analoge Gleichung 
(80.) 4.4 =0, 

und durch. den Vergleich mit (54.), (73.) ergibt sich 
(81.) d. H=—-dl'--2 F P;: 

ebenso entspricht der Gleichung (64.) die Gleichung 


(82.) e.H'=H', 


Sodann bemerken wir, daß die drei Vektoren d,, e,, d. gewiß ein 


reduzibles System bilden, weil die beiden Paare :,,:, sich gegen sie wie 
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Konstanten verhalten; es muß also eine Identität von der Form 
.d,+4d, + ue,= 0 


bestehen, wo A, #4, « Funktionen bedeuten, die nicht alle verschwinden; 
unterwirft man dieser Identität die beiden Formen //, //’ und berücksichtigt 
(57), (64.), (80.), (81.), (82.), so folgt 

.(—2FF)+ul=0, 4(2FF)+uMf'=0, 
mithin wird 


(83.) — Hd, + Hd, +2FF,e,=0. 
Wendet man dieses Resultat auf die Funktion F, an und bedenkt, 
daß d,F,= I, e.F,=2F, ist, so folgt 
— H"”+ Hd, F, +4 F,FF—0, 


und zufolge (76.) ergibt sich 
(84.) d.F=DH. 


Überträgt man jetzt den Satz (66.) auf die Form 77’, so erhält man 


(d\, d)=F\(e-e), 


was als Definition der quadratischen Form F, angesehen werden kann. 
Läßt man diesen Vektor auf die Form F, wirken, so wird die rechte Seite 
2F,F,,;, da ferner d,‚F,=0, WF=DH, also (d,, d)F,=d,.d,F,=Dd,H 
D(—2F,F,) ist, so folgt 
(85.) FE=—DF,; 


” 


die gemeinsame Diskriminante /) der drei Formen FF. F;, F5 ist daher 
(86.) D=D, 
und die vorhergehende Vektoridentität wird 
(87.) (d., d)=— DF,X(e—e)=—De(d,, d,). 
Iindlich folgt aus der Definition (72.) der zu // adjungierten Form /7', 
daß die zu I adjungierte Form =-d,F,-—-DdF,——D’H, also die mit 
(— DD’) multiplizierte erste Form HH ist, und hiermit leuchtet ein, daß die 


Identität (76.) bei dem Übergang von H zu /!' sieh nur mit (— D°) mul- 
tipliziert. 
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a 
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Die Form // und ihre Adjungierte //" bilden die Basis einer Schar 
von unendlich vielen trilinearen Formen 
(88.) I"—-Hp+ITg, 
wo p,q zwei willkürliche Konstanten bedeuten. Behandelt man eine solche 


Form //" ebenso wie //in $ 4 und definiert drei ihr entsprechende Vektoren 
d’ durch 


‚QaQa\ 7 op OH" 4 op oH" 
(89.) d, F Or, oy, Oy, Od r, I 
so wird offenbar 
(90.) d. H’—=0, d. p d.+ gd, 
und aus den für die Vektoren d., d. gefundenen Resultaten ergibt sieh 
) ben) x 
(91.) d H=—2F,F,g, U HW=+2FF,p, 
(92.) d. F.= I»+ DHaq, 
also 
(93.) (d.,, )F=d.d, F,=2F,F m, 
wo 
(94.) m—=p— Daq’. 


Die aus der Form //” entspringenden «quadratischen Formen F, FY, I 
sind nach (66.) durch die Vektoridentität 


(d', d')=F!(e,- e,) 
zu erklären, und aus (93.) folgt 
(95.) F’—mF,, 
(96.) (d.,d)=mF,(e—e)=m(d,, d,). 


Die Trias der zu den trilinearen Formen //” der Schar (88.) ge- 
hörenden quadratischen Formen ist daher /nvarıant, wenn man von gemein- 
samen konstanten Faktoren m absieht. Drei solehe Formen (95.) besitzen 
die gemeinsame Diskriminante 


D" — Dm’, 
und für die zu //" adjungierte Form /7'""—d! F findet man nach (95.), (92.) 
den Ausdruck 
nm ı ! \ 
(I7.) HN" —=m(Hp+ DHo): 


diese Form ist daher ebenfalls in der Schar (88.) enthalten. 
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Um endlich die aus (76.) hervorgehende Identität 
(98.) H"®—D"H"—=4F) FF, 


zu bestätigen, wollen wir die Quadratwurzeln aus den Diskriminanten D 
und 2" = Dm’ einführen und ihren Zusammenhang immer so bestimmen, daß 


99,) VD"=mYVD 
wird; dann folgt aus (88.), (97.) die Gleichung 
(100.) H" + H"VD"=m(p+qVD)(H'+ HYD); 


ersetzt man hierin YDD dureh — YD. also auch YD" dureh —YD”. und multi- 
pliziert beide Gleichungen mit einander, so folgt 


H"® — D" H"—= m’ (H® — DIP), 


was zufolge (76.), (95.) mit der zu beweisenden Gleichung (98.) über- 
einstimmt. — 

Der in (96.) erhaltene Satz gibt noch zu folgenden Bemerkungen 
Veranlassung. Entwickelt man den Vektor (d;,d‘) nach den in $3 an- 
sesebenen Regeln aus der Definition (90.), so wird 


(d,, I)=p* (d,, d)+pg \(d,,d)+(d;, A} + (di, d); 


die Vergleichung mit (96.), wo m=p'— g‘, ergibt daher wieder den Satz 
(87.), und da der mit pqg multiplizierte Vektor verschwinden muß, so erhält 
man den neuen Satz, daß der Vektor 


(101.) (d,,d')=(d,,d)), 


also symmetrisch in bezug auf die beiden Indizes v, s ist. Dasselbe Re- 
sultat ergibt sich auch, wenn man nach der in $ 3 angegebenen Regel (45.) 
die Identität (83.) dem Vektor d, unterwirft und hierbei die Sätze (66.), (77.) 
benutzt; auf diese Weise erhält man den symmetrischen Ausdruck 


(102.) I (d,,d'y=F,{2F.d,— He,+2F.d—H'e}, 


der sich aber noch einfacher darstellen läßt. 
Führt man nämlich noch drei Vektoren d,, d;, 0, durch die ge- 
meinsame Erklärung 
Eh | do öF. 30 OF. 
(103.) ee ee 


O4, Or ( Yr O4, 
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ein,“) so folgt unmittelbar 


3 


vergleicht man ferner (103.) mit den Definitionen (54.), (79.) und berück- 
sichtigt (72.), (84.), so erhält man 


(105.) EHRE Ra-dFa—DH. 


Die drei Vektoren d,, d,, e, bilden offenbar wieder ein duzıbles System, 
und wenn man ähnlich verfährt, wie bei der Herleitung des Satzes (83.), 
indem man die beiden vorstehenden Ausdrücke für d,F, d, // benutzt, so 
ergibt sich 

(106.) HO,=2F,d,— H'e,, 
wodurch die Gleichung (102.) in 

(107.) (d,d,)=F,(0,+0)=(d,, d,) 
übergeht. Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (83.), (106.) einmal 
d,, dann e,, mit Rücksicht auf (76.), so erhält man noch zwei ähnliche 
telationen, die sich aber auch aus (104.), (105.) ableiten ließen: das System 
dieser vier Gleichungen, durch welche die Abhängigkeit von je drei der 
vier Vektoren e,, d,, d;, d, ausgedrückt wird, ist das folgende: 





2 DHa-— H'd!+2FFd,=0, 
—DHe, : +2Fd-— Hod.—0O. 
(108.) 
Fr EZ a * HE=0: 
—2F Fe+ Hd- Hd; * 0, 
$ 6. 


Da jede binäre quadratische Form ein Produkt von zwei linearen 
Faktoren ist, so folgt aus (76.), daß jede der beiden konjugierten trilinearen 


Formen 

(109.) U=5(H'+HYD), V=-1(H'-HYD), 
deren Produkt 

(110.) UVV=FRF, 


*) Ich bemerke beiläufig, daß hieraus d}x,—= Da,. d’y, = Dy, folgt. 


} 
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ist, und welche als spezielle Fälle in der Schar der Formen (88.) enthalten 
sind, ein Produkt von drei linearen Faktoren ist. Wir nehmen im folgenden 
an, daß // eine allgemeine Form ist, d.h. daß ihre acht Koeffizienten «, 
willkürlicehe Konstanten sind, und bezeichnen mit 


(111.) ,, 2,40, Y, 1,=2,4+0,y, 


lineare Funktionen des Paares >,, in denen die Variable x, den Koeffizient 1 


/ 


hat. Bezeiehnet man ferner die Koeffizienten der Formen F 


r 


wie in (1.), 
so kann man zufolge (110.) gleichzeitig 


(112.) ÜU=L1.. iu, FH 
und 
(113.) F 


= As, 


i 
setzen, wo L, J/ Konstanten sind, die der Bedingung 


(114.) LM=A,4,4, 


genügen, “) und die Konstanten @,, ®, sind als Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung in ihrem Komplex durch 


(115.) A,(wo,+0,)=B,, A,o,o0,=(, 


bestimmt; es kommt darauf an, sie genau von einander zu unterscheiden. 

l,äßt man die Form 7/7" in (88.) mit der Form U/ in (109.) zusammen- 
fallen, indem man 2p=YD, 29=1 setzt, und behält für diese spezielle 
Form /7"= die Vektorbezeichnung d; bei, so verschwindet die Konstante m 
in (94.), mithin verschwinden zufolge (95.) auch die drei quadratischen 
Formen F% identisch, was mit den am Schluß von $ 4 gemachten Bemer- 
kungen vollständig übereinstimmt. Aus der Definition von d und aus (112.) 
ergibt sich sodann 


z) Oo U u MM Oo U  % 
d,.2,=- Li3,o, dy=- -— Lih,, 
! ! Oy, 4 r) 1 NY, oO, 67 
und hieraus folgen die beiden Gleichungen 
d’),=0, d.u,=LiA(w,— w,), 
deren erste auch eine unmittelbare Folge der Gleichung d, I" =d/U=V 


“) Bezeichnet man die den Koeffizienten «, % der Form J/ entsprechenden 


Koeffizienten von //’ mit «', 2’, so ist offenbar 2 =«a/\ +«,YD,2M=a\ —a,YyD. 
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ist. Zufolge (113.) wird daher 
d! F — |, ), du, == A / (vo — or 


und da andererseits die Gleichung (92.) in 
z h) ” f 6 ‚ 
d, F,=;3(H'YD+DH)=UyYD 


iibergeht, so ergibt die Vergleichung beider Ausdrücke das unterscheidende 
Resultat 
(116.) A,.o,—o)=YD. 


4 


Verbindet man dasselbe mit (115.), so folgt 


Zn B,+YD B.—=VD 
117.) vr, . o,= 


24 24 
und hierdurch sind die sechs linearen Funktionen 7,, «. vollständig bestimmt. 
Wir kehren nun noch einmal zu den durch die Form // zerebenen 
Vektoren d, zurück, um ihnen die Funktionen 7, 7, 3. «. zu unterwerfen. 
Da d,‚A=0 und d,‚H=2F,F, ist, so folgt aus den Definitionen (109, 
AU=-dV = F F.: 


andererseits ergibt sich aus den Darstellungen (112. 


dAUV=liidıi. dAV= Mu ud u: 


vergleicht man diese Ausdrücke mit einander und berücksichtigt (11: . 
so folgt 

(118.) A.di,=Mu.u, Adu,=Li},.. 
und die vorhergehenden Ausdrücke vereinigen sich in 

(119.) dAU=dV-FF=Adid.u. 
Bedenkt man nun, daß die homogenen linearen Funktionen 3, u. wenn 
x,,y, durch d,.x,, d,y, ersetzt werden, in d,i,. d.«, übereehen. so läßt sieh 


m 
o 


diese letzte Gleichung zufolge (113.) auch in der Form 
F,(d,x,. d,y)=F,F 
\ h 
darstellen, die wir früher in (74.) erhalten haben, und die, wie schon bemerkt. 


mit dem Hauptsatze (11.) in $ 1 übereinstimmt. Die Gleichungen (118. 


dagegen enthalten eine wichtige Ergänzung zu diesem Transformationssatze, 
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weil sie lehren, in welcher Weise hierbei die beiden Linearfaktoren von F, 
sich transformieren, und dies ist von Bedeutung für die Art, in welcher nach 
(sauß die Formen F,, F, in die Transformation eintreten (vergl. den Schluß 
von $ 2). 

In ähnlicher Weise folgt aus (105.), wenn män den Vektor d, auf 
die Darstellungen (109.), (112.) wirken läßt, 


9, U=—- UVD, 0,V=VVD, 


(120.) 
| 04,=—4, VD, d,u,=u, VD, 


und hieraus nach (113.) wieder die Gleichung (104.). 


Ne 


‘s ist schon in $ 1 bemerkt, daß die Diskriminante /) der drei Formen 
F,, F,, F, eine homogene Funktion vierten Grades von den acht Konstanten 
@, 9 ist, welche nach $ 4 zugleich die Koeffizienten der Form // sind. Ich 
will jetzt zum Schluß noch auf die beherrschende Stellung aufmerksam 
machen, welche diese Funktion /) einnimmt, indem ich nachweise, daß aus 
ihren partiellen Derivierten auch die Koeffizienten der zu // adjungierten 
Form //' und die der drei Formen F\, F,, F, sich bilden lassen. 

Nach $4 sind %, u, %, P, resp. die Koeffizienten der Produkte 


Vlalza Yılayay U YYız Ylstdı in H, d.h. es ist 


OH | HU a 
Eye TO Ayo’ 


On = > r . IN N ’ 

or N Oyroyoyı 

und wir wollen mit «, 4, &,., ?, die entsprechenden Koeffizienten in der 

adjungierten Form /7' bezeichnen. Für die letztere ergibt sich aus ihrer 

Definition (72.) der Ausdruck 

‚ 09FR,90H O0F,oOH 

H=dF=-— = 
Od; Or Oyr Ox, 


. ui m an. ‚DH 
=2 (2 A,x,+ D,y,) öy, — (B,%, -+ 2 ( ‚Y,) da. ’ 


mithin wird 


ER VD de Me ee 
Ott; . OYr 02, OYyr Oyyr oO, 
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-— 
.— 


und durch fortgesetzte Derivationen erhält man daher 


[= 2 A,P,— B,@, %= BP, - 2U,«,, 
(121.) 


le =24,9,—- Ba, Bi=B;ß,-2C.e 


a, 1 () » 


Aus den in (2.) angegebenen Ausdrücken für die Koeffizienten 
A,, B,, ©, der Form F, folgt nun 


86, _84,_26G _84. 
2 3 A Tr & 

00, 0, 00. o0oß, 
OB,_54__, 2B._8C i 
[a = ‘ Kaas ” [2 # ‘ > 
OB, 0a, oa OB, de 
O4, oB,; i o(, oB, 2 
eo 35, — Gr ap e, — (Do 
ou, je r ( Po ( Ü, 


mithin erhält man mit Rücksicht auf D= bh? —4A(, für die Koeffizienten 
von //' die Formeln 


= — Aal. - nr 3 . 
v u Oß, ‚ 0% 2 OP, 
AR 7 7 
m), B CO B,; 2 1 O A; l ( 5 
un) — D,. > Er — i 
/ 0 1 oa, + 7 oa, ) oa, ) 
86, OB, 1ö8D 
TE — 2A, N + B, u — 
Oß- Oßr 2 Oß, 
! oB, ‘ oA 1 Ö D 
Mr=-B, 3 +20, =— 55: 
O0, OU, 2 04, 


IN ) 


Bezeichnet man daher mit (eo, >) jedes der vier Paare (a. 3), (@ı, 9, 
(&,, /?2), (&;, 7) und mit (a, 5") das entsprechende Paar für die Form /T, 
so wird 


10D ıoD 
“ EEE : Fa 
VRR) Ad FE 


RN. 


Hieraus erhält man für die beiden Paare («|, >'), (e;, ‚.). indem man 
den Ausdruck D=B?—-4A,(', beibehält und die Derivierten von A, D,,€ 
gemäß (2.) bildet, die Ausdrücke 


ID 


Aa — b B,, 


A.a,— B,P.. 


’ ‘ ’ x ' 


u Zn 


| e,—= B,a,—2U,P,., P: 
(123.) 


| «a =B,,—2U0,ß,. P: 


r 


DV 


Bedient man sich der Bezeichnung für die allgemeine Komposition von 
rechteckigen, nach Zeilen und Spalten geordneten Größensystemen (Matrizen), 
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so kann man die acht Gleichungen (121.), (123.) in 

124.) (Dr vr (3 u Po) I (’r 0 Po) 

\ 2A, —B, a ER ee An A, 
zusammenfassen; permutiert man die Indizes >, s, f, so erhält man für jeden 
der acht Koeffizienten «', 5’, drei äußerlich verschiedene Ausdrücke, die alle 
aus (122.) entspringen, wenn man /) wie in (3.) durch die Koeffizienten der 
Formen F, oder F, oder F, darstellt. 

liermit ist gezeigt, dab die Koeffizienten der zu // adjungierten 
“orm /7 dureh Derivierte erster Ordnung von D dargestellt werden; durch 
fortgesetzte Derivation erhält man für die Koeffizienten der quadratischen 
Formen /\;, F;, F, die folgenden Ausdrücke 





t o’D o°’D ze 0°’D o°:D 
6A,= a —- 3a, HL, = 2 — ao 
BERN OßB,Oß, 000, 0a,0a, OP, OP: 
(125.) z a e 
GR o’D & o’D o’D o’D 
) ) er ö r > > "ig N u r “ 
0,0%, 00B. 00,09, gIa,oOh,' 
deren Analogie mit den Darstellungen (2.) von —C,, —4A,, +5, ersichtlich 


ist; die Ausführung der Rechnung mag aber dem Leser überlassen bleiben. 
Das in (122.) erhaltene Resultat reizt dazu, in dem von den sieben 
Paaren (e, 9), (,, y,) gebildeten, vierzehnfach ausgedehnten haume einen 





Vektor Ö einzuführen, welcher durch 


2 26, Ne — a, ( r ) = 9, dr, dy, = 0) . 
also dureh 
ER / - Zasei oa OB OB da? 


definiert wird, wo p eine willkürlicehe Funktion bedeutet, und die Summe 
über alle vier Paare («@, 2) auszudehnen ist. Da // eine homogene lineare 
Funktion der Größen «, 2 ist, so folgt aus (126.) unmittelbar 


(128.) OH IT. 


. Eu Op 09 
Eirsetzt man p in (127.) durch —-, so folgt 


Od, Oyr' 


129.) N op oOÖdp ii Op oÖöy 


‘ en r en b 
j O8, Od, OYr OYr 


2. \ oO oO 
d.h. der Vektor 0 ist permutabel mit den Vektoren „_, dy,? bedeutet daher 


oO, 


Th „ 
ELITE 


u 


p 


ul 


is 
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v, eine beliebige Funktion, welche frei von den beiden Variabeln «,. , des 
Paares >, ist, so hat Jr, dieselbe Eigenschaft, und wenn &, irgend einen 
der vier in (54.), (61.), (79.), (103.) erklärten Vektoren d.. v,, d;. d, bedeutet, 
die alle nur auf das Paar >, wirken, so folgt hieraus 


7 
(J, €,) ww, ) e, v, —€, 0) v, ), 


weil &,u,=8,0w,—0 ist. Um also einen solchen Vektor (), «,) vollständig 
zu bestimmen, braucht man nur noch die beiden Funktionen (J, :,)r, und 
(d, &,)y, zu ermitteln. 

Beginnt man mit dem Vektor &,—d, und berücksichtigt (126.), (128.), 
(129.), so erhält man 


(0, d.) Vd L n) . H KL H u H d A 
& OYr Oy, Oy, 
(Ö, d,) Y d.y, ‘ (- ui 2) 00 . RR H d.y,. 


und da zugleich (d, d)w,=0 =d,w, ist, so folgt 
(130.) (0, d,)=d,. 


Verfährt man ähnlich mit dem Vektor &,—e,. so ergibt sich, dab 


7 


permutabel mit +,. also auch mit (e,—e,) ist, d. h. es ist 


(131.) ().e \ 0, (0, e,—0,) (), 


\ fl; 


Wendet man nun den Satz (43.) auf die drei Vektoren d. d.. d, an 
und bedenkt, daß 


(d,. d,) ei F, (e, SE e,) 2 (d, ? 0) | d' > (0, d ) vn. d, 
ist, so folgt zunächst 
(d, F,(e,—e,)) — (d,; d)+(d,, d)=0:; 


zufolge (101.) ist aber (d,, d‘)—=(d,. d,), und da nach der in (45.) ange- 
gebenen Regel 
(Ö, F (e,—e,)) F,(0, a 2 + %) F, 76, 


ist, wo das erste Glied rechts nach (131.) verschwindet, so ist IF\(e,— 0, 
und hieraus folgt 
(132.) oF=0; 0A,=0B,=00,=0, 
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also auch 
(133.) ID-0, 


was übrigens auch unmittelbar aus (127.) folgt. 
l,äßt man jetzt den Vektor (130.) auf F, wirken, so wird 


Vd,F,—d,),F,=d,F,, und da d,F,= I, OF,=0, d.F.=DH 


r 


ist, so folgt 


(134.) "H—-JM=DH, 
mithin 
(139. "ae=ldae—De, 0° P 08 ne DP, 


was sich auch aus (121.) mit Rücksicht auf dA,=d5b,=Jd(,—0 leicht 
ergeben würde. 

Verfährt man endlich auf dieselbe Weise mit den Vektoren d', d\,, so 
erhält man, wie der Leser sofort finden wird, 


136.) (, d)=Dd,, ($, 0)=0. 


B 
4 
Ei 
i 
6 
E 
p 
4 
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ber komplexe Primzahlen in Linearformen. 


Von Herrn //. Weber in Straßbure. 


Einleitung. 


Diriene stützt seinen berühmten Beweis von der unendlichen Anzahl 
von Primzahlen, die in einer Linearform enthalten sind, bekanntlich auf 
seine T'heorie der Klassenzahlen quadratischer Formen. Die hauptsächlichste 
Schwierigkeit, die zu überwinden war, bestand in dem Beweise, daß die 
(srenzwerte gewisser unendlicher Reihen von Null verschieden sind. Zu 
diesem Zweck teilt Dirichlet diese Summen in drei Arten ein, deren erste 
nur eine Reibe mit unendlichem Grenzwert hat und dem Hauptcharakter 
entspricht; die zweite Art entspricht den Anzeps-Charakteren und die dritte 
den übrigen Charakteren. Drrichlet führt die Grenzwerte der zweiten Art 
auf die Älassenzahl der quadratischen Formen zurück, woraus ihr Nicht- 
verschwinden folgt, und dann läßt sich dasselbe für die Reihen der dritten 
Art durch gewöhnliche Grenzbetrachtungen erweisen, die zwar durchaus 
einwandfrei sind, doch aber einigermaßen aus dem Geiste der Methode 
herausfallen. Zieht man aber statt der Klassenzahlen der quadratischen 
Formen die Klassenzahlen der Kreisteilungskörper heran, so erledigt sich, 
wie Dedekind bemerkt hat, die Frage für die beiden Arten von Reihen mit 
einem Male.”) 

Dirichlet hat seine Methode auch angewandt auf Linearformen mit 
komplexen Koeffizienten und hat, um auch hier den Nachweis von den 
unendlich vielen Primzahlen zu liefern, die Theorie der Klassenzahlen der 


*) Dürichlet - Dedekind Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Auflage, Braun- 
schweig 1594. S. 624. 
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quadratischen Formen mit komplexen Koeffizienten ausgebildet.) Aber 
auch hier kann man, indem man statt der Kreisteilung die Lemniskaten- 
teilung benutzt, ohne die Unterscheidung der zwei Arten von Reihen zum 
Ziele kommen. 

In meinen drei Abhandlungen über Zahlengruppen in algebraischen 
Körpern”) habe ich die allgemeinen Grundsätze entwickelt, nach denen 
viel weitergehende Fragen nach der Verteilung der Primzahlen (oder Prim- 
ideale) in gewissen Zahlengruppen entschieden werden können, die ich hier 
für den einfachsten Fall durchführen und zum Andenken an die hundertste 
Wiederkehr des Geburtstages von Drrichiet veröffentlichen will. Es kommt. 
wie man sieht, in letzter Instanz dabei auf den Nachweis eines höheren 
algebraischen Zahlkörpers von einer bestimmten Beziehung zu dem ursprüng- 
lich gegebenen Körper an, den man den Alassenkörper nennt. Solche 


KNlassenkörper sind aber bis jetzt nur in den Fällen näher bekannt, daß der 


ursprünglich gegebene Körper rational oder quadratisch mit negativer Dis- 
kriminante ist, und in diesen Fällen wird er durch die komplexe Alultiplikation 
der elliptischen Funktionen gegeben. Mit jeder dieser Fragen hängt dann 
auch ein Satz über den Grad eines solchen Körpers zusammen. 


61. 
Der Gaupsche Zahlkörper. 
Es sei / der Gaupsche Zahlkörper, d. h. der Körper zweiten Grades. 
der aus dem Körper Z der rationalen Zahlen durch Adjunktion von =] —1 
entsteht. Die ganzen Zahlen in -/ sind die Zahlen der Form +’, worin 
v und y ganze rationale Zahlen sind. In ./ sind nur die vier Einlieiten 


(1.) s=+1, —1, +2, —ı 


enthalten, und je vier Zahlen in J wie 5, —S,75, —’S heißen assosviert. 
Unter der Norm einer komplexen Zahl S=..+ y: versteht man die positive 
rationale Zahl 


(2.) NO=R ty. 


Vel. die Abhandlungen XXX, XNNL, XNAI in Dirichles Werken Bd. I 
S.905—6517, ferner Hilbert, über den Dirichletschen biquadratischen Zahlkörper. Mathe- 
matische Annalen Bd. \LV. 8. 309— 340. 

““) Mathematische Annalen Bd. \LVII, XLIX, L. 








lengalı “a a 
ER RER > 











Weber. uher komplexe Primzahl, 7 ın Linea 


Assozmerte Zahlen haben drieselhe Norm. 
Die Primzahlen in ./ sind die Primfaktoren der natürlichen Primzahlen. 
Die natürliche Primzahl 2 ist wegen 


(3.) 2 =—1 1 er 1 


mit dem Quadrat der komplexen Primzahl (1-+:) assoziiert. Die un- 
geraden natürlichen Primzahlen zerfallen in zwei Arten, nämlich erstens 
solche von der Form 4» +3, die auch in -/ Primzahlen sind. — wir bezeichnen 
sie, wenn unterschieden werden soll, mit 7. — und zweitens solche von der 
Form 4» +1, die wir mit p bezeichnen und die in -/ in zwei konjugiert 
imaginäre Faktoren p, p zerlegt werden: 


(4.) p=»pp. 


Betrachtet man also assoziierte Primzahlen als nicht wesentlich verschieden. 


so gibt es in -/ keine andern Primzahlen als 


(4.) 1 + 1, D, 


\ / 


und es ist 


(3.) \(1+ = 2, \ (p =D, \q =i 
Die Primzahlen 1+: und D heißen som ersten Grad, q vom zıreıf (7 


y 
»; 


weil die Normen der beiden ersteren »uturlıche Primzahlen sind, während 
die Norm von q das (uadrat einer natürlichen Primzahl ist. 
Es sei nun « irgend eine komplexe ganze Zahl, und £2 sei der Inbegrift 


2 


eibt dann im 


aller ganzen Zahlen «& in ./, die zu « relativ prim sind. Es 
(2 eine endliche Anzahl von Zahlen 


(6.) Br Bar nr es 


von der Art, daß jede Zahl « mit einer und nur mit einer dieser Zahlen 
nach « kongruent ist, und die Anzahl dieser Zahlen ist 


1 
f 


-\ 2: . \ l 
6. SI Ic N\ 1 | BE 
\ 7 \ \ 1 N 4 


wenn 2 die (resamtheit der in « aufgehenden von einander verschiedenen 


Primzahlen durchläuft.” 


Die Ableitung dieser bekannten Resultate findet sich unt ınderen in des 
Verfassers Lehrbuch der Aleebra,. ?. Auflare, Braunschweir IS4S, 15899, Bd.1. s 1s1, 


Bd. II, $ 168. In der Folge werde ich dieses Werk kurz mit „Al 
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Wenn die vier Einheiten & nach « inkongruent sind, so können wir 
für vier der Zahlen (6.) +1, —1,-+:,-—: wählen, und das ganze System 
dieser Zahlen zerfällt in 


(8.) h= 2 (1) 


Teilsysteme. Bezeichnet # das System dieser vier Einheiten, so können wir 
diese Teilsysteme so bezeichnen: 


(9.) ka, Ee,, Ee,,--- Eo,. 


Ist aber «=2, so sind die vier Einheiten paarweise (+1, —1 und +:, —’) 
unter einander kongruent, und wenn «=1++ ist, so sind sie alle vier kon- 
gruent. In diesen beiden Fällen gilt die Zerlegung (9.) gleichfalls noch, 
nur ist dann bi v(u) und A=ıp(u), in beiden Fällen also A/=1 zu 
setzen. Außerdem ist noch A=1, wenn u=2-+:, u=2(1+'), u=3-+-1 ist, 
in allen anderen Fällen ist A>1. 

Die @, %,,-@, in (9.) sind so auszuwählen, daß irgend eines von 
ihnen, «,, mit keiner der Zahlen #K«, nach « kongruent ist, wenn + von % 
verschieden ist. Wir teilen nun die sämtlichen Zahlen & in / Klassen ein: 


(10.) A, Ay, A,, 


indem wir eine Zahl in .|;, aufnehmen, wenn sie mit einer Zahl des Systems 
Ye, kongruent ist (immer nach dem Modul «). 

Es kommt dann jede Zahl @ ın einer und nur ın einer dieser Klassen 
vor, und assozirerte Zahlen sind ın derselben Klasse enthalten. 

Kommt «, in A,, «, in A, vor, so ist das Produkt «,;«, in einer dureh 
\, und 4A, allein bestimmten Klasse A, enthalten, und wir nennen A, aus 
A, und A, komponiert oder zusammengesetzt. Bei dieser Zusammensetzung 
gilt, wie bei der Multiplikation, das assoziative und das kommutative Gesetz, 
und die Klassen (10.) bilden daher eine Abelsche Gruppe, die ieh mit 
bezeichne. 

Die Einheit dieser Gruppe ist die Hauptklasse A,, die aus allen Zahlen « 


besteht, die einer der Kongruenzen 


e=s (mod ır) 


genügen. 
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Reelle Primzahlen in der Linearform. 
Das Ziel unserer Untersuchung ist der Nachweis, dab in einer 
Linearform 


(1.) ,=ufi+to, 


in der « und « relativ prim sind, unendlich viele Primzahlen enthalten 
sind, wenn 5 das System der ganzen Zahlen in ./ durchläuft. 

Wir erledigen zunächst einfach die Frage nach den in (1.) enthaltenen 
reellen Primzahlen 4. 

Wenn 4 überhaupt reell sein soll, so muß, wenn 


u=m+ nt, s=r-+ yt, a=u-+ hı 
Ist, 


(2.) my-+ nc—+ b=0 


sein. Es muß also diese diophantische Gleichung eine Lösung x. y haben, 
und dies trifft immer und nur unter der Bedingung zu, daß der qrößt 
gemeinschaftliche Teiler von m und n auch ın b aufgeht. 

Ist diese Bedingung befriedigt, so nehmen wir irgend eine spezielle 
Zahl S,, für die 4 reell wird, also, wenn wir durch Akzente die konjugiert 
imaginären Zahlen bezeichnen 


(3.) Ust e=ufs,tea=e, 


wo c reell ist. Dann setzen wir in (1.) 


.) 


! . 
Ss=uw:+$,, 


mit reellem >. Dadurch geht (1.) über in 
(4.) ,=uwWc+c, 


und «u ist reell. Es ist aber c relativ prim zu «ww, denn jeder Teiler 
von « und c müßte nach (3.) zugleich Teiler von « sein, und jeder Teiler 
von « und c müßte Teiler von « sein. Wäre aber ein Teiler von «'‘, 
und «@ vorhanden, so wäre die konjugierte Zahl Teiler von «,c.«. was 
durch die Voraussetzung ausgeschlossen ist. 

Nach dem von Drrichlet bewiesenen Satz sind daher in der 
Linearform (4.) unendlich viele reelle "Primzahlen enthalten. Diese sind 
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zugleich Primzahlen in .), wenn sie - 3 (mod4) sind, und von diesen sind 
ebenfalls unendlich viele in der Form 4 enthalten, wenn die Kongruenz 


us+te=3 (mod 4) 


überhaupt lösbar ist. Dies ist immer der Fall, wenn « nicht dureh (1+’) 
teilbar, also N (wu) ungerade ist, sonst dann und nur dann, wenn @—3 durch 
den größten gemeinschaftlichen Teiler von « und 4 teilbar ist. Also haben 
wir den Satz: 

Die Linearform us+a stellt dann und nur dann unendlich viele Prim- 
zahlen zweiten Grades des Körpers .) dar, wenn 

1. der größte reelle Teiler von u ın dem imagindren Teil von @ aufgeht, 

2. a—3 durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von u und 4 
terlbar ıst. 

Es handelt sich weiter noch um die komplexen Primzahlen der Linear- 
form 4. Wenn « in die Klasse 4 ($ 1 (10.)) gehört, so erhält man die ganze 
Klasse A, wenn man 5 in den vier Linearformen 


uste, us-a, ustia, us—ıa 


sämtliche ganze Zahlen des Körpers ./ durchlaufen läßt: ist aber einer 
von diesen Ausdrücken, etwa der erste, eine Primzahl, so sind es auch 
die drei 

u(-H—e, uls)+ie, u(-—ıS)—ıe, 
und daraus ergibt sich, daß in jeder dieser Formen unendlich viele kom- 


plexe Primzahlen enthalten sind, wenn es in der Klasse A deren unendlich 
viele gibt. Dies letztere haben wir also noch zu beweisen. 


S 3. 
Die Gruppencharaktere. 
Jedes Element A der Gruppe gehört zu einem bestimmten Expo- 
nenten «. d. h. es gibt einen gewissen kleinsten positiven Exponenten « von 


der Art, dab 
(1.) 4-1 


ist, wenn wir mit 1 kurz das Hauptelement der Gruppe W bezeichnen. A heißt 
dann auch vom Grade a. Zu jedem Element A gibt es ein entgegengesetztes 





£H 

— = 
Fl 
he 

a} 
& 

;e 

y 
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oder reziprokes A", das der Bedingung 
AA] 


genügt. Ist A die Hauptklasse, so ist A=A. Außerdem ist 1" noch 
dann mit 4 identisch, wenn A vom zweiten Grade ist. Diese Elemente 
heißen Anzeps-Elemente. 
Der Grad « eines Elementes ist immer ein Teiler des Grades / der 
(zruppe. Wir setzen 
(2.) h=ah 
(Algebra Bd. Il, S. 11). 


Zu der Gruppe N gehören Ah Charaktere 


(3.) RR RER 4. 


d.h. Funktionen, die für jedes Element .4 von U je einen bestimmten von 


Null verschiedenen Wert haben und der Bedingung genügen: 


(A)zA)=z(4: 4.) 


Alle Werte z(A) sind A-te Einheitswurzeln. 
Diese Funktionen haben die Eigenschaft, daß das Produkt 2, (A) (A 
unter den (A) enthalten ist, und wenn 


al u Fan \ 
1. (A) aA)=z(A 
ist, so Ist Z, nur von Z,,/, nicht aber von dem besonderen Element 
abhängig. Wir nennen y, aus z, und z7., komponiert und setzen 
sl AN L a FAN 
4 AM) aA=2a N). 

Die Charaktere (3.) bilden demnach gleichfalls eine .Ibr/sche Gruppe 
vom A-ten Grade, in der die Einheit der Hauptcharakter z, ist. der für jedes 
Flement den Wert 1 hat. Andererseits ist z„.(1)=1 für jedes z.. 

Wir haben außerdem die Sätze: 

4 Durchläuft A die El: nennt "ON A, und st 7 eine) dd: } Br ral lerP, 
Ss0 st 


A 
Zy(A)=h ode =0, 


je nachdem y der Hauptcharakter ist oder nicht. 
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2. Durchläuft g dıe Gruppe der Charaktere, so ıst 


PA 
I>y(A)=h ode =O, 
7 nachdem A die MHauptklasse 151 oder nicht (Algebra Il, $ 13 


3. Gehört A zum Exponenten a. so sind alle 


(A), 22 Ay. 2.0) 


y 


«te Eimheitswurzeln und jede a-te Einhertswurzel kommt darımter gleich oft, 
ılso b-mal, vor (Algebra II, S 13, S 198). 
Ist eine Zahl « in A enthalten. so setzen wir 


(A)=x:;(e) 


und dadureh sind die (Charaktere 


x 
J D 


(4, 7ı (e), 72 (@), ./ (@) 
für jede Zahl « aus (2 eindeutig definiert. 
Assoztterte Zahlen haben dieselben ("haraktere. 


$4. 
Die ZU den Klassen A gehörtgen Summen A 8). 


In jeder Klasse | ist eine unendliche Menge von Zahlen enthalten, 
aber es gibt darunter nur eine endliche Anzahl, deren Norm eine gegebene 
positive Zahl » nicht übersteigt. Um eine Schätzung dieser Zahl zu ge- 
winnen, nehmen wir eine beliebige Zahl « aus £2, lassen 5 das System der 
vanzen Zahlen in ./ durchlaufen und zählen, wie viele unter den Zahlen 


(1.) o=us+te 
die Eigenschaft haben, dab 
(2.) N (w) u „ 


ist. Diese Zahl bezeichnen wir mit Z0r). Im allgemeinen kommen in der 
Form (1.) nieht die mit o» assoziierten Zahlen vor, obwohl sie in derselben 
INlasse .| enthalten sind. Es ist also die Anzahl der Zahlen in 1, die der 
Bedingung (2.) genügen, gleich 47(r). Nur in den beiden Ausnahmefällen 
«=2 und e=1+-7 ist diese Zahl 27(r) und Zn). 


Wir setzen nun 


e=u(a+bi),, S=ıt+tyı, AMıuW)=m. 
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Es sind dann dd und b gebrochen rational) Zahl: ti, und 7 dureh 
laufen beide das System der ganzen rationalen Zahlen und m ist eine feste 
ganze Zahl, 


Die Bedingung (2.) wird dann: 
m|(Xx + a) + (y+b) Ko BE. 


und wenn wir 
! or A J ww 
(3.) dr = ’ Y, == . 
setzen, 


(4.) + yı- 


Wir betrachten .,, y, als recehtwinklige Koordinaten in einer Ebene: 
dann wird vermöge 


(3.), da x, y alle ganzzahligen Werte und nur solche 
haben können, diese Ebene mit einem (fer überzogen, dessen quadratische 
Felder die Seite 1:y„ und die Fläche 1: haben. Zu jedem Gitterpunkt 
gehört ein bestimmtes dieser Felder, wenn man jedes (Juadrat derjenigen 
seiner vier Ecken zuordnet, deren Koordinaten den kleinsten Wert haben. 
Es bedeutet dann /(r) die Anzahl der Gitterpunkte. die im Innern oder an 
der Grenze eines Kreises liegen, der durch die in (4.) enthaltene Gleichung 


dargestellt ist und also den Koordinatenanfangspunkt zum Mittelpunkt und 
die Gröbe 


zum Radius hat. den wir den Kreis (7) nennen wollen. Die Quadrate, die 
zu diesen Gitterpunkten gehören. liegen ganz oder teilweise im Innern dieses 
Kreises und umgekehrt werden alle die (Juadrate, die ganz im Innern des 
Kreises liegen, den zugehörigen Gitterpunkt ebenfalls im Innern oder an d 
Peripherie des Kreises haben, während nur einige von denen, die dureh di. 
IKreisperipherie durchschnitten werden, ihre Gitterpunkte außerhalb des Kreises 
haben können. 


Wir ziehen noch zwei weitere Kreise (”), (7), deren Peripherien 
von dem Kreise (r) um die Diagonale der Quadrate, also um 12: ab 


stehen. setzen also 


|; 
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dann liegen in dem Ring zwischen (7) und (7) alle die Quadrate, die von 
der Peripherie (”) durehschnitten werden, und es ist also die Kreisfläche (7") 
kleiner und (7) größer als die Gesamtfläche der Quadrate, deren Gitter- 
punkte innerhalb oder an der Grenze von (r) liegen, d.h. es ist 


a( m Y: ) PER a( Lich % , 


| m n ym 


und wenn wir also 


EN 7 LY PB 7T N 
(D.) Z(n) = ne + M N 


setzen, so ergeben sich für J/ die Grenzen 


2n 2YV2n _2n ‚2Y2n 
j an ME M<- + . 
yn m y» Vm 
wofür man auch, da m>>]1, n>>1 ist, setzen kann: 
(6.) —An<M<An. 


M ist also eine Funktion von rn, die zwischen festen endlichen Grenzen 
eingeschlossen bleibt, wie sehr auch n wachsen mag. 

Das Verhaltnis Z(n)in ıst also bei unendlich wachsenden n endlich 
und von der besonderen Klasse A unabhängtg. 

Da die Normen aller ganzen Zahlen in ./ positive ganze Zahlen sein 
müssen, so ist die Anzahl der Zahlen (1.),. deren Norm gleich » ist: 


/mW)—-Z(n—)). 


Es bedeute jetzt s eine Veränderliche, größer als 1. und wir bilden 
die Summe 


Be 77 
ee A(s)= > 


(Na)‘ i 


/ 
die sich auf alle Zahlen « der Klasse A erstreckt, mit der Maßgabe, dıp 
"On mer assoztierten Zahlen. dıe ya dieselbe Norm haben. IIKIER eine anf- 
fe NONMIMNEN werden soll. 


Danach können wir .I(s) auch so darstellen: 


5 | ö 
x —— N - = 
A(s) — (Nu£xa)y ) 


*) In den beiden Fällen «u=2, u=1-+i müßte rechts noch mit '/, oder '/, 
multipliziert werden. Wir wollen diese Ausnahmefälle, die kein besonderes Interesse 
‚ieten, weiterhin nicht immer ausdrücklich erwähnen. 
bieten, terl ht immer ausdrücklich erwähnen 


# 
= 
$ 
= 
= 





% 
# 














worin @ festgehalten wird und < die ganzen Zahlen 
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IE. 15 


von -/ durehläutft. 


Wenn wir die (lieder dieser Summe nach wachsenden Werten der Norm 


ordnen. so erhalten wir 
/(n)—Z n—|] 


71° 


| 
su 


(8. U 





n— 1 


1, 


Bo .20003 | 
= EZ Be ), 
\ n / 


weil, solange s>1 ist, Z(»):»* mit unendlich wachsenden » verschwindet. 


Setzt man 


(9, a Stun zehe:,, 2 Zi x 
ae. 7° (n + 1)’ 7 „rin ] / 
also 
n / / l 
() — I — | 1 Rn | 
c 1 _ l Ka ] \ | ft 





Br Do 
.— re 
l | 1 \ | 
„5, <Iogl 1+; ) 

m -\ j4 \ f ’ l | . \ >,» 
wenn man Z=(s l)logil+_) setzt, die Grenzen für 
z 

x <<] 
n—+ 1 2 


oder. wenn man s< 2, »<<1 annimmt: 


1) 


(): 


und es ist also © zwischen festen numerischen Grenzen einreschlossen. 


Darnach bilden wir die Summe .(s), indem wir für Z(n 


(9.) einsetzen: 


> 


den Ausdruck 


4 
\ 


Ag= Ent MV) an er ) 


Mm 


TC S 7T 1 a *"(s—] 
u Be < Sei x 


., - g f > \ ww 
m N m N N er 1 m N . 
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und daraus 


7 gg n l l 7ı n 1 
5 Ni ——  % FRE FR x 
A m(s—1) m\ "nm Ei 7 m (8 1)2 n° 
ww > 1 7T n A 
re < ai PR x 
we n°(n+-1) m (s 1) _ at 
(10.) ii M n M 
+52 ax — > gen 
u» n *"(m-1) 
‚9‘M 
A, 
.”rz 
5 





Wir lassen jetzt s in 1 übergehen. Es ist dann bekanntlich 


N 
Lim 2 — — 
s—1 n 


‚=€ (gleich der Eule®ßehen Konstanten 0,5772 ...), 


Ss— 


N 


l 
1 g RE ge 
Lim( - Dim, 


i 1 i l 
n‘(n-+1) n(n—+1) 
während die übrigen Summen in (10.) stetige Funktionen von s sind. 


Also ergibt sich: 


1, 


d ” M 
Usl Aa July 
( ) m(s— MT, m Yn(n +1) ' 


s=i 


welches ein bestimmter endlicher (nur von m und der Klasse A abhängiger) 
Wert ist. Wir setzen also 
7 


(11.) u herr al 


und hierin ist ( eine Funktion von s, die für s=1 in einen bestimmten 
endlichen Wert übergeht, der für die verschiedenen Klassen .| verschieden 


sein kann. 
Die verschiedenen ( bezeichnen wir, wenn eine Unterscheidung nötig 


ist, entsprechend den verschiedenen Klassen A, mit (@(A). 
Beziehung der Summen A(s) zu den Primzahlen des Körpers .J. 
Es sei jetzt wieder %,;(A,) der :-te Charakter der 4-ten Klasse, zı 
der /lanptcharakter. Ich bilde die Summen 


EOREETRNNE IR a 





er ee 2 


NER SERIEN 


BEE = EN 








a 
ER Le U ERRRRNTE N 


EN 


ERBEN 
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A 
>". [e\ = 
(1.) 2y,(4)A)=Q, 


die sich über alle Klassen A erstrecken. 
Es ergibt sich nach $4 (11.) und $ 5, 1., wenn A die Anzahl der 
Klassen A ist: 


th 


ER 
we 


A 
L =z([A\ 
(2) mG_ı) tr = (A), 


A 


=2y(A) ((A). (1 





— 
m 


gehen hiernach 


(s—1) Cs Gn, Ch. ... (J, 


Lassen wir jetzt s in 1 übergehen, so 


in endliche Werte über. 

Wir wollen zunächst zeigen, in welcher Beziehung diese Summen 
(), zu den Primzahlen des Körpers -/ stehen. Wir führen zu diesem Zweck 
die am Schluß des $ 3 erklärten Charaktere z7(«e) der Zahlen von {2 ein 
und erhalten 


(3.) Or 


worin sich die Summe auf alle Zahlen « von {2 erstreckt, jedoch so, daß 
von vier assozlierten Zahlen nur eıne beizubehalten ist. Diese Summe ist 
unbedingt konvergent, solange s>1 ist. Nun läßt sich in bekannter Weise 
(/(s) auch durch ein unendliches Produkt darstellen: 


| 


\ > ne i 
Ss = HZ 


das sich über alle in (2 enthaltenen Primzahlen p erstreckt (die reellen Prim- 
zahlen des Körpers ./ eingeschlossen) (vgl. Dirichlet-Dedekind 4. Auflage. 
S. 132. Algebra II, $ 197), und indem man die Logarithmen der einzelnen 
Faktoren dieses Produktes nach Potenzen von (N p)” entwickelt: 

m „ 29) , 1.290 , 1.29" | 

(5.) log Q(s) = 3.2 2 + 2 0. 

er} BEI traTnnetatnnt 
worin die Summen sich auf «le Primzahlen p erstrecken. 

Hier bleibt freilich in dem Logarithmus von (4(s) ein Vielfaches von 

2rıi unbestimmt. Es kommt aber darauf nicht an, da sich dieses Vielfache 
mit s stetig ändern müßte und folglich von s unabhängig ist. 
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In der Formel (5.) sind nun, den / Charakteren z entsprechend, 
/ı verschiedene Formeln enthalten. Wir nehmen eine beliebige Klasse A, 
multiplizieren (5.) mit 2(.1”) und summieren alle diese Gleichungen. So 
erhalten wir nach $ 3, 2.: 


] i 
„= 4 (AT)log (5) 


| | | | 
+ Ze ee he, 
A Ta my taten tr 





worin sich die erste, zweite, dritte, .... Summe der rechten Seite auf alle Prim- 
zahlen p erstreckt, deren erste, zweite, dritte,... Potenz in A enthalten ist. 
Die erste dieser Summen zerfällt in zwei Bestandteile 


SER, 


SE 
PEN VOR T \—5 9 1 2 
(Np) gq 


wenn wir die Summe S auf alle komplexen Primzahlen p, S’ auf alle reellen 
Primzahlen q der Klasse .| beziehen. 
Für die folgenden Summen setzen wir 


a x a 
(Npy’ 


N u > » „= F 
(NpÜ) 
worin die reellen und komplexen Primzahlen nicht mehr unterschieden zu 


» +) — 


werden brauchen. 
Alle die Summen S,,S;, S;,... haben für s=1 einen endlichen Wert, 
und auch die Summe 


AR pe 
Yır5 %t3 Dat 


bleibt für s=1 endlieh. (Algebra II, $ 198.) 

Auf der linken Seite wird Q, für s=1 unendlich, während @,, ;, ... (4, 
endlich bleiben. Es ist also auch log (2, unendlich und log, log @;, ... log Q, 
bleiben endlich, wenn die (Grenzwerte von (a. (:..., von Null ver- 
schieden sind. 

Dann würde aber aus (6.) folgen. daß S für s=1 unendlich wird. 
und dies könnte nur dann geschehen, wenn die Summe aus unendlich vielen 
(liedern bestände. Damit wäre also bewiesen. daß in jeder Klasse A, also 


RE NET 


auch in jeder Linearform us+e, unendhch viele komplexe Primzahlen vor- 


I 
KOnmenN, 


ET ERTRRET 














Weber, 


Um den Beweis vorzubereiten, daß die (4,(5). ( 


von Null verschieden sind. bilden wir zunächst das Produkt: 


, e. 
> { g — 
(9). VO=HN och; 


EN 
wi 
N / 
_ 
a 
N 
. 
a 
Fe 

4 


wo das erste Produkt über «//e Primzahlen (komplexe und reelle), 


über alle Charaktere z zu nehmen ist. 


Gehört nun p zum Exponenten «@. d. h. ist « wie 


positive Zahl, für die 
p’ 82 (mod u) 
|. 


ist, und A=ab, so sind die z(p) nach $ 3, 3. 
--te Einheitswurzel kommt darunter 7-mal vor. 


Vereinigt man diese in dem Produkt. so ergibt sich 
6.) s— Q.(s) (d.(8)... A, (ls) = 
—.) 1, 3 , - , J 1 l Vr 

Ist p eine komplexe Primzahl. D die konjugierte. so Ist 


eine reelle Primzahl. aber p und »p’ können zu 


a, b gehören. Ist p eine reelle Primzahl 4. so ist \ 


Die Faktoren des Produktes /6.) teilen wir 


indem wir setzen 


y 


N P=N - —as 


- n = 


worin wir das Produkt über alle plexen Prim: 
gehören, ausdehnen, und 
9%) hu 1 pa ne 


erstreckt über die übrigen Primzahlen. also 


Körp: IS .J 1 nd u },. dı: f, np. ' / dh 7 


wenten als I gehören. Dann ist nach (6. 


g' N x ' x nn \ 
(9. (eo anne 1 Zı(s GLals, Ce: (J ‚s — (s — 1 


uber komplex: Prinzahlı /ı IM Finearfor 


a-te Einheitswurzeln 


versehledent 


für 


Für s=1 bleibt die linke Seite dieses Ausdruckes. wie wir bewiesen |} 


endlich, und wir haben noch zu zeigen, daß sie auch von 
Konverg 


en. 
endliche 


bleibt. Nach bekannten elementaren Sätzen über die 
licher Produkte behält aber auch AR für s=1 
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einell 
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i 


l-} fi 
KIClıSTe 
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‚abe 
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Null 








0 Weber, uber komplex: Primzahlen in Linearformen. 


1 endlich und es 








verschiedenen Wert. Es bleibt daher «— 1) P’ für > 
ist noch nachzuweisen, dab es von Null verschieden bleibt. Da die Faktoren 
des Produktes P alle größer als 1 sind, so können wir beim weiteren Be- 
weis eine beliebige endhehe Anzahl dieser Faktoren aus /’ weglassen und 
zu St nehmen. 

Wenn A ein beliebiger algebraischer Zahlkörper ist und $ die Ge- 
samtheit der Primideale ersten Grades dieses Körpers durchläuft, so gilt der 
Satz, daß das Produkt 





1) 77 | 


(10.) € —. 





fir s=1 einen von Null verschiedenen endlichen Grenzwert hat. Hierin 
ht 


von größeren Werten stetig in 1 über. Unter einem Primideal ersten Grades 


bedeutet das Zeichen .\, die im Körper Ä genommene Norm. und s gi 
ist ein solches zu verstehen, dessen Norm im Körper A eine natürliche 
Primzahl ist. Der Satz bleibt bestehen, wenn in (10.) eine beliebige +d- 
liche Anzahl von Primzahlen weggelassen wird. 

Die Formel (10.) habe ich schon in meiner Algebra zu dem un- 
mittelbar daraus abzulesenden Schluß benutzt. daß es in jedem algehrarsel 
körper unendlich viele Primideale ersten Grades gibt. 

Hier aber liefert sie uns den gesuchten Beweis unter der Voraussetzung. 
daß wir einen Körper A kennen, der folgende Eigenschaften hat: 

1. Der Körp ‚ K enthalt den Körp .J und der R: latırg adn von IN 


’ıı Veztld auf .J 1st nicht groß ä cıls h: 


Vel. Algebra Il, Ss. 727. Der Beweis wird dadurch geführt, daß der (renzwert 
des Produktes (10.) neben anderen nicht verschwindenden Faktoren in dem Ausdruck 
für das Produkt 44 vorkommt. Darin bedeutet // die Anzahl der Idealklassen i 
körper A, die niemals verschwinden kann, und g eine von den Einheiten in A abhängige. 
oleichfalls von Null verschiedene Zahl (Algebra S. 16). 


Ich benutze diesen Anlaß, um einen Fehler zu berichtiren. der sich in meiner 


Algebra findet. Auf S. 697 muß die Formel (15.) lauten 


% u Be 1 d. . 


nn 


In der Zeile 24 derselben Seite muß g, statt y, stehen und in der Formel (14.) im dritten 

.) _ 
Gliede na statt a: ebenso ng statt a In der Zeile 3 v. u. und in der letzten Zeile 
(n-+1)a 


(£ 


a 


» 


statt Auf die weiteren Schlüsse hat dieser Fehler keinen Einfluß. 





NG 


r e 2 1 ar ee 
a a ae a 2 


u 2 ar 


RT 


» 


# 
i 






ea: 
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2. Jede komplexe Primzahl p ın .J, die in hezug auf u zum Kup: wenten I 
gehört, ıst ın K ın lauter Primfaktoren ersten Grades ze legba 

3. Jı de Ye le Primzahl 4 und y d: komplexe Primzahl D, du 
auf u zu einem höheren Exrponenten als I gehört. ıst MT Äh tt Hi P; ımfer . 
"ON höherem als erstem (srade zerlegbar. 
4. Von den Forderungen » und 3. kann eine helu big: endliche Anza 


old Primzahlen D. ‘4 AUSGENOMMEN set, 


Wenn der Körper A diese Bedingungen erfüllt, so ist 
(11) N@)=(Npyr, 


wenn die Norm links im Körper A, rechts im Körper ./ genommen ist. 
Ferner ist, wenn ® ein Ideal ersten Grades in Ä ist, das in p aufeeht. 


112.) | N,P)= N (p), 


\ 
und wenn p in lauter Primideale ersten Grades zerlegrbar ist, so muß die 
Anzahl gleich „» sein, also 

(13.) v=BB,..B 


Die Primideale in A, die in höherer als der ersten Potenz in Prim- 
zahlen in -/ aufgehen, müssen in der Diskriminante des Körpers Ä aufgehen, 
kommen also nur in endliceher Anzahl vor, und können nach 4. unberück 
sichtigt bleiben. 


Demnach wird das in (10.) vorkommende Produkt 


und es hat also 
f N FF ” n 
(14.) (2 Zuge l / 


für 5 2 1 einen ! vdlichen. ART Nu 7] Ir} sch ve d: tet 1} f FE. und folglich wird / . 
selbst für s=1 vnendlich, 
Andererseits wissen wir aus (9.), daß 





AN Rn \ Di 
(15.) \> 1)/ 


für s=1 einen endlichen (wenn auch vielleicht verschwindenden) Wert hat. 


und folglich zeigt der Quotient von (15.) und (14.), dab P ucht un- 
endlich ıst. Aus beidem zusammen aber folgt, daß A—n sicht positiv sein 


kann. also 
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was mit der Voraussetzung 1. nur verträglich ist, wenn 


(16.) h a RR 


ist, und dann ergibt sich aus (14.), daß (s— 1)’ für s=1 von Null ver- 
schieden ist. Folglich sind dann auch die @,, (4, ... @, von Null verschieden. 


Wir haben also das Resultat: 


d. Wenn en den Bedingungen 1. bis 4. genügender Körper K existiert, 
so ıst sein Relativgrad ın bezug auf J gleich h. und 

6. In jeder der h Klassen von 2 nach dem Modul u gibt es unendlich 
niele komplexe Primzahlen Y. 

In den folgenden Betrachtungen können wir die besonderen Fälle 
v=1l+', u=2 ganz außer acht lassen, weil in diesen Fällen 2 nur en 
INlasse bildet, in der schon nach dem allgemeinen vorhin angeführten Satze 
unendlich viele Primzahlen existieren. 


> 


S6. 


Terlung der lemniskatischen Funktion. 


Einen Körper A, wie er im Vorangehenden verlangt wird, liefert 
uns nun die Teilung der elliptischen Funktionen und zwar speziell der 
lemmskatischen Funktionen. 

Ich werde bei den folgenden Betrachtungen öfter genötigt sein, auf 
mein Buch „Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen“ (Braunschweig, 
1591) zurückzugreifen, und ich werde dieses Werk kurz mit E. F. zitieren. 

Ich betrachte die 9-Funktionen mit dem Modul »=1-+' und erhalte, 
da hier 


o—=1-— 


a — ] 
ist, nach E. F. 8. 77, 8. 111 
e” IM ErI len), 
er Holt) —e* Fuer), 
p ru 9; (1) “> I, (Ü u), 


(1.) 


A 


e uw ul) == e IF): 
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(2.) W=-—1. Kauf u, (K'=(1+:ı)A, )Ku=r: 


(3.) snır = sn", enir=dnr. dnır=env. 
Setzen wir zur Abkürzung 
‘=snt, Y=ecn®". z=dnv, 
so haben wir (E. F. $ 60) die Multiplikationsformeln: 


gerades m ungerades 
nme = "50 ): u r 
(#.) B(«’ B( 
u 7% —=y 7 
) ge" { 


dinmv= _———, i 
D(=*) J 


Hierin kann m jede natürliche Zahl bedeuten: 1. 3. ('. ) sind ganze 
Funktionen von x’, von denen keine zwei einen gemeinschaftlichen Teiler 


haben, und deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Die Funktionen 
4, D und das Produkt Z(' hängen nur von .* ab, und es gilt der Satz: 


] 


1. Dir Koeffizu nTen d: j höchst /i P f 


Vorzeichen. ın den Funktionen 


und das ON T unabhangıg: (rlıı d N 


4. B. L, 5 
IH, m: 1. 1 7, N uk vıdı y)) d 


Die Formeln (4.) gelten in unserem Fall auch für einen komplexen 
Multiplikator. Setzen wir nämlich «=«o+4i, so ergibt sich aus dem 


Additionstheorem 
spnarcenidbrdnibr + sn en 


sni' = 
l+sn’arso 


5 und folglich durch Anwendung der Formeln 4.) auf die einzelnen Be- 
’ standteile: 


EEE ER EN SHRERE UST 





EN EENENE, 





ar 
FE 
E 
N 
Ri 
= 
Kr 
4 
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F.(«*) 
Bnw=ryzg a N gerade 
‚ u 
(D. 
a F.(x*) 
snur= x, «u ungerade. 
Si, D, («*)’ ' 5 


Hier heißt « gerade oder ungerade, je nachdem seine Norm «+5 
gerade oder ungerade ist. F, und , sind ganze Funktionen von .* ohne 
semeinschaftlichen Teiler, und die Koeffizienten in diesen Funktionen sind 
Zahlen des Körpers -J. 

2. Netzen wir jetzt 


(6.) o(u)=(sn2 Ku), 


so hat (u) zu Perioden die ganzen Zahlen des Körpers E 
Es st auperdem 


ri l+: 1 f] 
(d.) otW)=o(n), o(u+ > )= 5’ o(5)=1, 


und o(w) verschwindet immer und nur dann, wenn u gleich eimer ganzen Zahl 
des Körpers .J st. 

Bedeutet » eine gebrochene Zahl des Körpers .), so gibt es eine 
gewisse ganze Zahl « von möglichst kleiner Norm von der Art, dab uw 
eine ganze Zahl wird. Es soll dann «u der Nenner der Zahl & heißen. 
Er ist durch & bis auf einen Einheitsfaktor (+1, +:) bestimmt, und die Zahlen 
«co und « sind relativ prim. Ist m die Norm von «, so ist auch mo eine 
ganze Zahl. 

3. Zwei Zahlen o, © sollen kongruent herpen (vo = w, schlechthin 
ohne beziehung auf einen Modul), wenn sich w von w oder einer seiner 
Issoztierten um eine ganze Zahl unterscherdet, wenn also eine der vier Differenzen 
o+o,0 + io eine ganze Zahl ist. Kongruente Zahlen haben denselben Nenner. 

Die Zahlen o(w) und o(w') haben dann und nur dann denselben Wert, 
wenn @ und © kongruent sind. 


Ist «« der Nenner von » und wird in (4.) 
m=uu=N\(m), v—=2hw 


gesetzt, so verschwindet sn mr, und es verschwindet also A(.”) für «"=o(w), 
und o(w) ist eine Wurzel der Gleichung 


AvYa)=0. 


& 
E 
j 
3 
2 








aeeetrdararra 


BRERT 
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»D 


Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn w: 


=, und folglich o(w)=1 
ist, weil in diesem Fall en"dn verschwinden würde. Ist also «v und toleliech m 
ungerade, so ergibt sich aus 1., dab o(w) eine ganze algehraische Zahl ist. 
(Algebra II, $ 148.f.) Ist « durch (1+’), aber nicht durch 2, folglich 
m=2m, durch 2, aber nicht durch 4 teilbar, so folgt aus der Formel (E. F. 
S. 204) 


A,.=24A,B,UC,. D,., 


m m m m 


daß o(w) eine Wurzel der Gleichung 5, (,D,=0 ist, und folglieh ist 
nach 1. in diesem Falle 1:0(w) eine ganze algebraische Zahl. 
Ist aber u=(l1+t)u,, o,=(1-+ yo, o(o)=0, 0(w)=9,, so folgt 


aus dem Additionstheorem: 
Ö, (1 — 0) zn do > 0), 


und daraus ergibt sich, dab, wenn 1:0, eine ganze Zahl ist, sowohl o als 
1:5 ganze Zahlen sind, also o eine Einheit ist. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

4. Die Zahlen o(») sind algebraische Zahlen und bei ungeradem 
Nenner ıst o(w), bei geradem Nenner 1: o(w) eine ganze algebrarsch Zahl. 

Setzen wir in der Gleichung (5.) «” gleich einer Periode, so folgt. 
daß F, (x) nur dann verschwindet, wenn #=0(%') ist, worin oo eine Zahl 
bedeutet, deren Nenner « ein Teiler von « ist (wieder abgesehen von dem 
Fall «=2). Befreit man also die Funktion F,(x) von allen Teilern, die 
sie mit den verschiedenen niedrigeren F,(x) gemein hat, was durch rationale 
heehnung geschieht, so ergibt sich eine Funktion /’, (x), die nur die von 
einander verschiedenen o(w) zu Wurzeln und zwar zu einfachen Wurzeln 
hat, in denen der Nenner von @ gleich u ist. Es handelt sich noch um die 
Bestimmung der Anzahl dieser Werte. Dazu führt die Klasseneinteilung 
des $1. Es zeigt sich nämlich, daß zwei Zahlen », » mit dem Nenner 
dann und nur dann mit einander kongruent sind, wenn 0 und 0 derselben 
Nlasse .| angehören, und folglich ist die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen Werte o(®) gleich der Anzahl 7 dieser Klassen ($ 1 (8.)). 

5. Die Zahlen o(w) sind, wenn w& den Nenner u hat. die Wurzeln 
erner Gleichung in J: 

(8.) A (x) == () 


vom Grade h. 
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Jeder der Klassen 
(9.) Min 


entspricht ein Wert von o(w), und wenn wir also die Zahlen 


Dir War... W, 
so wählen, dab 


(10.) uw, Um, +. MI=U, 
Repräsentanten dieser Klassen sind, so gehört zu jeder dieser Klassen ein 
Wert aus der Reihe 
(11.) ,=0(0), S=0(@), .. =0(M,). 
Sind o,, , zwei Zahlen des Nenners u, so ist 
UN == 


ebenfalls eine Zahl des Nenners «, und wenn 0(w,), 0(w,) zu den Klassen 
A,, 4, gehören, so gehört o(uw,,) in die Klasse A, 4,. 

Wir wählen jetzt die &,,«@,... «@, ungerade, was bei geradem ı: not- 
wendig, bei ungeradem « wenigstens immer möglich ist, und wenden die 
Formel (5.), nachdem wir beiderseits in die vierte Potenz erhoben haben, 
auf 0=«, an. Dann setzen wir v=w und "= 0,0%, worin » den Nenner ı 
haben soll, und es ergibt sich 


o(n,o)=P,((o)),, law) =P,(o(e,w)), 


wenn 7, eine in ./ rationale Funktion bedeutet, die nur von der Klasse .1, 


abhängig ist, in die «, gehört. Nun ist aber ebenso o(&,0)= 7, (o(w)), und 
es folgt also 
o(aao)=#P,V,(0(w)). 
Hier kann aber auch «, mit «, vertauscht werden und daraus folgt: 
6b. Die Größen 0 


schen Gleichung: sie gehören also eımem Abelschen Zahlkörper K,, über .J an, 


13 03 ... OÖ, sınd die Wurzeln einer ım Körper .J Abel- 
de SSenH (rad höchstens gleich h ıst. 

Nehmen wir diesen Körper A, für A, so ist die Forderung $5,1. 
befriedigt. 

Ist » eine beliebige ungerade ganze Zahl in /, so gibt die zweite 
Gleichung (3.) 
sn2Avu Fa) 


(12.) sn2Ku  ®,(a) 


wenn 2=0o() gesetzt Ist. 





a4 
4 
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a) . . f 1 + 7 zu . 
Ersetzt man hierin « durch u+ -,, so geht x nach (7.) in L:. 


über und sn2 X” und sn2 Ar. abgesehen vom Vorzeichen, in die reziproken 
Werte. Wir haben also 


r.() 
sn2Ku "\r ch, (x) 


(13.) sn2Ävu en (-) F,() 


Ist » der Grad der Funktionen F, und 5, und e eine Konstante, so ist. 


V v 


da F und & keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, 


Er . 
(=, 


14.) | 
:F,@a)=a"p,( -) | 


\ 





und aus (13.) folgt © = +1, also & eine Einheit. 
Wenn wir also setzen 


(15.) Fit re + nat, 
so ergibt sich 

(16.) $, e =e(l1+y,2+9%74 + 4 x 
und aus (12.) für „=: 

(17.) YuzEv. 


Aber mich dıe übrigen Koeffizienten sınd gi ze Lalı / / 
des Körpers & j 


#: 
/’& 


Denn die Wurzeln von F,@@)=0 sind in der Form o(*) enthalten, 
worin @ eine ganze Zahl ist, und mithin sind nach 4. alle Wurzeln von 
F,(x) ganze Zahlen. Aus diesen Wurzeln setzen sich aber die Koeffizienten 
y durch Addition und Multiplikation zusammen und daher sind diese Koeffi- 
zienten gleichfalls ganze Zahlen (Algebra Bd. II S. 555). 


Aus (12.) erhaiten wir nach (6.) durch Erheben in die vierte Potenz: 


(18.) (b, (x )' o(v 1) — | ( F, (a \\— 0), 


\ 


und wenn wir o(rı) als gegeben ansehen, so sind die Wurzeln dieser 
Gleichung 
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worin ? ein Restsystem nach dem Modul » durchläuft. Das von x unab- 
hängige Glied in (18.) ist aber nach (16.) gleich o(r«), und wir erhalten 
daher 


(19.) — = ITo(u +! *), 


worin 9 ein hestsystem nach » mit Ausschluß der Null durchläuft. Setzen 
wir darin @v=e;:u, so können wir » so bestimmen, daß 


va =e, (mod ı) 


wird, worin @,, @, zwei beliebige der Zahlen (10.) sind, und dann ergibt 
sich aus (19.) 
(20.) “=T0(© +2). 


Hier ist nun die rechte Seite entweder selbst eine ganze Zahl oder 
(bei geradem «) ihr reziproker Wert ist eine ganze Zahl. Da aber A und ı 
auch vertauscht werden können, so folgt, daß beides zugleich gilt und der 
(Juotient ist daher eine Kinhert, also: 

7. Die Großen Oj, Oggy ıı. OÖ, oder ihre reziproken Werte sind assozwerte 
ganze Zahlen des Körpers K,. 

Es enthält aber (20.) noch eine weitere Konsequenz: Daraus, daß die 
rechte Seite eine Einheit ist, folgt das gleiche für jeden ihrer Faktoren; diese 
sind Zahlen des Körpers A,, und daher können wir den Satz aussprechen: 

8. Wenn in u zwer oder mehr verschiedene Primzahlen aufgehen, so 
sind die Zahlen 0 

Nehmen wir jetzt v als ungerade Primzahl in J an, so sind die 


1, 02,...0, Einheiten des Körpers K,,. 


sämtlichen Wurzeln von F,(@@)=0 dargestellt durch of), worin ein Rest- 
system nach dem Modul » mit Ausschluß der Null durchläuft. Diese sind 
aber nach 7. unter einander assoziiert, und es folgt also aus (15.) und (17.) 


(21.) = (N), 


worin ‚> eine beliebige durch » nicht teilbare ganze Zahl in ./ und e erme 


T a u n we 
Einheit in K, ist. Der Grad » ist in diesem Falle =] (N(@v) —1); also wenn 
v komplex und \(v)=p ist, gleich D — 1) und wenn v=g reell ist, gleich 


?—1). 
(4 l 
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Irgend ein in v» aufgehendes Primideal ‘$ des Körpers A, geht daher 
in o(?) und folglich in allen Wurzeln von (15.) auf. Die Koeffizienten 
Yıryar 7. dieser Funktion sind aber die symmetrischen Grundfunktionen 
dieser Wurzeln, und folglich sind diese Koeffizienten alle dureh 2 teilbar. 
Da sie aber außerdem in ./ enthalten sind, und » in ./ eine Primzahl ist, 
so sind sie auch durch v teilbar. (Algebra II S. 645). 

Daraus folgt: 

9, Ist v eine Primzahl, so sind dıe Koeffizienten Yan oo Year Fi der 
Funktion F, alle durch v teilbar. 

Demnach ergibt sich, immer unter der Voraussetzung, dab r eine 
Primzahl sei, aus (18.) die für ein unbestimmtes « gültige Kongruenz 


(22.) ovı)=o(u)‘” (mod r). 


Wir stützen uns nun auf den Hilfssatz: . 
10. Ist B ein Primideal in ırgend einem algebrarschen Körp " K., so ıst 


die notwendige und hinrerchende Bedingung dafür, daß B vom ersten Grad. 


sel. d. h. dap N.(P) die eyste Poten: einer natirlichen Primzahl IL sel. die. 


dap für jede ganze Zahl (v) des Körpers RK die Kongrwen: In st Jıt: 


(23.) wo’ wm (mod B) 
(Algebra II $ 167). 

Setzen wir in (22.) für » eine der Zahlen «;:«, so entsteht rechts 
und links eine ganze Zahl des Körpers A, oder, wenn « gerade ist, das 
Reziproke einer ganzen Zahl. 

Ist » eine komplexe Primzahl p in ./, also N(r) gleich einer reellen 
Primzahl von der Form 4m-+1, und B ein in p aufgehendes Primideal des 


Körpers X,, und © gleich o oder gleich 1:0, so folgt aus (22.) 
) a; a; \ \ 
s()=o(”) IP). 
: - (mod ®) 
Gehört pe; in die Klasse A, und setzen wir 16 )=0, so folgt 
u / 
hieraus 
(24.) I,=9 (mod). 


Schließen wir die in endlicher Anzahl vorhandenen Primzahlen aus, 
die in der Diskriminante von P, aufgehen, so ist 9,—0©, nur dann durch 
P teilbar, wenn A,=4; ist, also p der Hauptklasse angehört. 
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Demnach folgt nach 10. aus (24.): 

11. Eine komplexe Primzahl p in .) enthält kein Primideal ersten 
(rrades ın K,, wenn p nicht der Hauptklasse angehört. 

Denn die Kongruenz (23.) ist für »=©;, nicht befriedigt. 

12. Eine reelle Primzahl des Körpers J, d.h. eine Primzahl q von der 
Form 4m+5, enthält kein Primideal ersten Grades in K,.. 

Denn die Kongruenz (23.) ist in diesem Fall schon für »=', was 
auch zum Körper A, gehört, nicht befriedigt. 

Ist aber p eine komplexe Primzahl der Hauptklasse, so ist 9,=9,, 
also aus (24.) 


(25.) H=09, (mod P). 


Jede ganze Zahl » in A, läßt sich als ganze Funktion (höchstens 
vom Grade "—1) von ©; darstellen und zwar mit Koeffizienten in -/, die 
zwar gebrochen sein können, aber im Nenner können nur solche Prim- 


zahlen aufgehen, die auch in der Diskriminante von P, aufgehen (Algebra II, 
$ 162). 


Wir können daher setzen 
ko=kh,+ k, O,+ h, G; +..+ kı-ı 9; ) 


worin ki, Ay, Auy... A, ganze Zahlen in /sind und A relativ prim zu ® ist. 
Es ist aber nach dem Fermatschen Satz: 


e=k, B=k, M=k,.. '(modp) 
und daraus folgt: 


kor—ko (mod P), 
oder, da A durch ® nicht teilbar ist, 


oo (mod PP). 
Also folgt: 
13. Eine komplexe Primzahl p der Hauptklasse zerfällt in K, in Prim- 
ıdeale ersten (rrades. 
Damit sind, mit Rücksicht auf $5, 4. die Forderungen 2., 3. befriedigt 
und der Hauptsatz $ 5, 6. bewiesen. 


Aus $5, 5. ergibt sich dann: 
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14. Die Funktion Pr ıst ım Körper J irreduztibel. 

Es möge noch ein Satz angeführt werden, der, wenn er auch nieht 
gerade zu unserem "Thema gehört, für andere Zwecke wichtig ist: 

15. Ist v eine ungerade Primzahl im Körper J. so ıst o(*) eine Prim- 
zahl im Körper K,. 


Das ergibt sich wegen der Irreduzibilität von 7 


) 


aus (21.); denn ist 


I ein in o(") aufgehendes Primideal in A,, und 


4) 
2. r a \\) 
o(*)= } , 


so folgt, wenn man in (21.) die Partialnorm %X in bezug auf ./ nimmt, 
n j) Q\\n \ 
"(N (PNA), 


woraus, da W(R) und RN) Potenzen von v sein müssen, zu schließen ist 
NMW=1, NP=r. 


Zusatz zu 52. 


Aus den Sätzen des $ 5 ergeben sich noch zwei Folgerungen, die, 
wenn sie auch für den nächsten Zweck dieser Abhandlung nicht notwendig 
sind, für andere Untersuchungen wichtig sein könnten. 

/. Wenn ein Klassenkörper K vom Relativgrade h ewistiert, so qıbt es 
keinen Körper uber J ron höherem (rrade als h. der de N Bedingungen $». 
2,9. 4 entspricht. 

Denn angenommen, es wäre A’ ein solcher Körper vom Grade v 
und 2 >h, so würde sich wie in $5 (14.) ergeben, daß (s— 1) P’ fürs] 
endlich und von Null verschieden ist. Andererseits ist aber auch, wie 
schon bewiesen, (s— 1)?” endlich und von Null verschieden, und daraus 
folgt n=h. Daraus folgt weiter: 

8. Es kann nur einen Klassenkörper K geben. 

Nehmen wir nämlich an, es gebe zwei solche Körper A und //, die 
nach dem Bewiesenen beide vom Grade A sind, und nehmen wir zwei primatın. 
ganze Zahlen &, n dieser Körper, so lassen sich die ganzen rationalen 
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Zahlen «, 5 so bestimmen, dab 
(1.) 9=uas+bı 


eine primitive ganze Zahl des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen (A, /7) 
dieser beiden Körper ist. Wir bestimmen a und Ö so, daß die h’ Werte, die 6 
nach (1.) annehmen kann, alle von einander verschieden sind, und erhalten # 
als Wurzel einer Gleichung vom Grade 4. Wir nehmen nach $5, 4. alle 
Primzahlen aus, die in der Diskriminante dieser Gleichung aufgehen. 

Ist dann ® ein in der natürlichen Primzahl » aufgehendes Primideal 
des Körpers (A, /7), so ist 

(2.) 9 9 (mod B) 


die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß } vom ersten Grade 
ist. Es ist aber nach (1.) und nach dem Fermatschen Lehrsatz: 


(3.) 9 a&®+bn?” (mod), 
und dies ist daın und nur dann kongruent mit 6, wenn ?=$, "=, (mod ®) 
ist. Folglich genügt auch der Körper (X, /7) den Bedingungen 2., 3., 4., $ 5, 
und sein Grad ist daher auch gleich ih. Daraus folgt aber, daß A mit A 
identisch ist. 


































Über das Dirichletsche Prinzip.“) 


Von Herrn David Hilbert in Göttingen. 


Das Dirichletsche Prinzip ist eine Schlußweise, welche Dirvchler 
— durch einen Gedanken von Gauß veranlaßt — zur Lösung der so- 
genannten handwertaufgabe angewandt hat, und die sich kurz wie folgt 
charakterisieren läßt. Man errichte auf der xy-Ebene in den Punkten der 
gegebenen Randkurve Lote und trage auf diesen die betreffenden Randwerte 
ab. Unter den Flächen =/(«x, y), die von der so entstehenden Raumkurve 
berandet sind, denke man sich eine solche Fläche ausgesucht, für welehe 
der Wert des Integrals 


*) Abdruck eines Vortrages aus dem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, VIII, 1900. Meine hier skizzierten Methoden sind seitdem für einfache 
Integrale in der Inauguraldissertation von ('h. A. Noble (Eine neue Methode in der 
Variationsrechnung, Göttingen 1901) und für gewisse Fälle von Doppelintegralen in der 
Inauguraldissertation von E. R. Hedrik (Über den analytischen Charakter der Lösungen 
von Differentialgleichungen, Göttingen 1901) ausgeführt worden. Für den Fall des ein- 
fachen Integrals vgl. noch die wohldurchdachte Darstellung meiner Methode in dem vor 
kurzem erschienenen Werke von ©. Bolza (Leetures on the calceulus of variations. 
Chicago 1904) sowie eine künftig in den Mathematischen Annalen erscheinende Ab- 
handlung von C. Caratheodory, in der eine wesentliche Ausdehnung der Gültigkeit meiner 
Methode dargelegt werden wird. 

Ein von der obigen Methode verschiedenes dem Dirichletschen Prinzipe nach- 
gebildetes Verfahren zur Lösung der Randwertaufgabe in der Potentialtheorie habe ich 
in der Festschrift zur Feier des 150-jährigen Bestehens der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen 1901 (abgedruckt in den Mathematischen Annalen Bd. 59) dar- 
gelegt. Vgl. endlich die soeben erschienene Abhandlung von M. Mason, Journal de 
| Mathematiques 1904 t. X, in der der Verfasser das in seiner Göttinger Dissertation nach 
meinen Angaben dargelegte Verfahren zum Nachweis der Existenz einer Minimalfunktion 
auf den Fall zweier unabhängigen Veränderlichen überträgt. 


RESTE RETTEN IE EBEN. 
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DISS KEN + @N)aeas 


ein Minimum ist. Diese Fläche ist, wie man leicht vermöge der Variations- 
rechnung zeigt, notwendig eine Potentialfläche. Mit dem Hinweise auf eine 
Betrachtung solcher Art hat /temann den Beweis der Existenz der Lösung 
der Randwertaufgabe für erledigt gehalten und dann unbedenklich seine 
großartige 'T'heorie der Abelschen Funktionen hierauf begründet. 

Es ist zuerst von Weerstraß erkannt worden, daß die hier angewandte 
Schlußweise des Dirichletschen Prinzips nicht stichhaltig ist: in der Tat, wäre 
nur eine endliche Anzahl von Zahlwerten vorgelegt, so dürften wir ohne 
weiteres schließen, daß es unter ihnen einen kleinsten Zahlwert gibt; unter 
einer unbegrenzten Anzahl von Zahlwerten jedoch braucht ein kleinster Zahlwert 
nicht notwendig vorhanden zu sein; es bedarf vielmehr eines besonderen 
Beweises, daß in dem erörterten Falle tatsächlich eine Fläche 2=/ («, y) 
existiert, für welche der zugehörige Integralwert ./(/) ein kleinster ist. 

Die wichtigen Untersuchungen von Ü. Neumann, H. A. Schwarz und 
I. Poımcare haben gezeigt, daß unter gewissen sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen über die Natur der Randkurve und der Randwerte die Randwert- 
aufgabe gewiß lösbar ist, und dadurch ıst auf dem umgekehrten Wege die 
Existenz jener Minimalfunktion /(, y) sichergestellt. 

Das Dirichletsche Prinzip verdankte seinen Ruhm der anziehenden Ein- 
fachheit seiner mathematischen Grundidee, dem unleugbaren Reichtum der 
möglichen Anwendungen auf reine und physikalische Mathematik und der ihm 
innewohnenden Überzeugungskraft. Aber seit der Weierstraßschen Kritik fand 
das Drrichletsche Prinzip nur noch historische Würdigung und erschien jeden- 
falls als Mittel zur Lösung der Randwertaufgabe abgetan. Bedauernd spricht 
(. Neumann aus, daß das so schöne und dereinst so viel benutzte Dirschletsche 
Prinzip jetzt wohl für immer dahingesunken sei; nur A. Brill und JM. Noether 
rufen neue Hoffnung in uns wach, indem sie der Überzeugung Ausdruck 
geben, daß das Drrichletsche Prinzip, gewissermaßen der Natur nachgebildet, 
vielleicht in modifizierter Fassung einmal eine Wiederbelebung erfährt. 

Das Folgende ist ein Versuch der Wiederbelebung des Dirzchletschen 
Prinzips. 

Indem wir bedenken, daß die Dirichletsche Aufgabe nur eine be- 
sondere Aufgabe der Variationsrechnung ist, gelangen wir dazu, das Dirschlet- 
sche Prinzip in folgender allgemeinerer Form auszusprechen: 
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Eine jede reguläre”) Aufgabe der Varrationsrechnung besitzt eine Lösung, 
sobald hinsichtlich der Natur der gegebenen Grenzbedingungen geeignete PINN- 
schrankende Annahmen erfullt sınd und nötigenfalls der Begriff der Lösung 
eine sinngemaße Erweiterung erfahrt. 

Wie uns dieses Prinzip als Leitstern zur Auffindung von strengen 
und einfachen Existenzbeweisen dienen kann, zeigen folgende zwei Beispiele: 

4 Auf einer gegebenen Flache z f(«. y) zwischen zwer gegebenen 
Punkten P und P® he kürzeste Lime zu ziehen. 

Es sei / die untere Grenze für die Längen aller Kurven auf der 
Fläche zwischen den beiden gegebenen Punkten. Aus der Gesamtheit dieser 
Verbindungskurven suchen wir solche Kurven C,,(,,(/;,,... aus, deren Längen 
[,, bezw. L,, L,,... sich der Grenze / nähern. Auf Ü, tragen wir von /’ 


a 1 nn y 
aus die Länge — /,, ab und erhalten dadurch auf (/, den Punkt P, ”’; sodann 


> 


Eu l 
tragen wir von / aus auf (), die Länge „/, ab bis ?,”’, ferner auf €, die 


1} /1 \ /1 \ 1 


=. en 
\ P > J 
; u... 


u. | . ry . \ ? E 
Länge ;/, bis P,”” usfe Die Punkte P}”, 7%”,, 


(1) #} 


mögen etwa 


den Punkt 7°’ als eine Verdichtungsstelle haben, wo /’”’ wiederum ein 
Punkt der Fläche == / (x, y) Ist. 


Das nämliche Verfahren. welches wir soeben auf die Punkte /’ und /”* 

(2) 

angewandt haben, und das uns auf einen Punkt 
1 


nunmehr auf die Punkte /’ und /°°’ an und gelangen dadurch zu einem 
1 
Punkte pP) 
G) | En I 2 | 
der gegebenen Fläche, wenn wir das genannte Verfahren auf 
3) 
die Punkte pi und / anwenden. Entsprechend finden wir die Punkte 
ee 

Be PR) pP) pi ‚P"”, 2... Diese sämtlichen Punkte und ihre Ver- 
diehtungsstellen bilden auf der Fläche > = /(, y) eine stetige Kurve, welche 

die gesuchte kürzeste Linie ist. 


führte, wenden wir 


auf der gegebenen Fläche. Desgleichen erhalten wir einen 


Punkt 7 


Der Nachweis für diese Tatsache wird leicht geführt, wenn man die 
Kurvenlänge als Grenzwert der Längen einbeschriebener Polygonzüge definiert. 


”) Vgl. meinen auf dem Pariser Kongreß 1900 gehaltenen Vortrag: Mathematische 
Probleme (Nr. 19) Archiv der Math. u. Phys. R. III sowie die zwei Abhandlungen von 
S. Bernstein: Sur la nature analytique des solution des &quations aux derivees partielles 


du second ordre Math. Ann. Bd. 59 u. Sur la deformation des surfaces. Math. Ann. Bd. 60. 
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Wie wir zugleich sehen, genügt für unsere Betrachtung die Annahme, daß 
die gegebene Funktion /(x, y) nebst dem ersten Differentialquotienten nach 
x und nach y stetig ist. 

1. Eine Potentialfunktion u [@ Yy) zu finden, die auf einer gegebenen 
Randkurve ın der wy-Ebene gegebene Randwerte annımmt. 

Der Einfachheit halber setzen wir für die gegebene kandkurve stetige 
Tangente und Krümmung, und für die Randwerte eine stetige Ableitung voraus, 
Wir stellen uns nun die zu Anfang dieses Vortrages erwähnte Raumkurve her 
und bestimmen dann einen festen dieser Raumkurve eigentümlichen Winkel 
von folgender Beschaffenheit: Wenn 2—=F(«, y) irgend eine analytische oder 
stiickweise analytische Fläche ist, deren Rand durch die Raumkurve gebildet 
wird, so läßt sich aus = F (x. y) stets eine Fläche : = F (x, y) konstruieren, 
so daß der zu s— F(z, y) gehörige Integralwert J(F) kleiner oder gleich dem 
zu 2—=F(x,y) gehörigen Integralwert J(F) wird, und zugleich <=F'(x, y) 
an keiner Stelle eine Tangente besitzt, deren Winkel mit der «y-Ebene 
gröber als p ausfällt. Man gelangt zu einem solchen Winkel p, indem man 
diejenigen Stellen ins Auge faßt, an denen die Stärke des Abfalles der Fläche 


73 E.?2 a Fı\2 
>= !(a,y) gegen die «y-Ebene (d. h. die Größe arctang =) + u) 


eine gewisse Größe überschreitet, und zeigt, daß die Fläche == F(x,y) in 
der Umgebung dieser Stellen stets durch ein Stück einer Ebene 
z=axr+by+ ec 
oder (am Rande) durch ein Stück einer trichterförmigen Potentialfläche 
ala +a)+b(y+P) 
(@+e)’+(y+B)' 
ersetzt werden kann — unter «, b,c,«,/ solehe Konstante verstanden, daß 
die Ebene bezw. die Tangenten des betreffenden Stückes der trichterförmigen 
Potentialfläche gegen die vy-Ebene weniger steil geneigt sind. 
Es sei : die untere Grenze der Integralwerte ./ für alle Flächen, 
deren Rand durch die gegebene Raumkurve gebildet wird. Aus der Gesamtheit 


+e 


dieser Flächen suchen wir solche Flächen 
z=F,(e,y, z2=Fl,y), z=F,le,Y);-.- 
aus, deren zugehörige Integralwerte 
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sich der Grenze : nähern. Wir ersetzen dann jede der Flächen 
= fi, zul, zuf, 


sy. 


bezw. dureh solche Flächen 
Pf, z=f,. 2=F,, 


die an keiner Stelle eine Tangente besitzen, deren Winkel mit der „y-Ebene 
gröber als y ausfällt. 


.... 


Nunmehr suchen wir aus der unendlichen Reihe der Funktionen 


N A 
F,, F3, F3,... eine solche Reihe von Funktionen /, f;, fs, ... aus, daß der 
(srenzwert 


für alle diejenigen Punkte x, y innerhalb der gegebenen ebenen Randkurve 
existiert, deren Koordinaten x, y rationale Zahlen sind. Da andererseits für 
sämtliche Punkte innerhalb der Randkurve 
of of, 
5, 


<tangı <tang ı 1,2,3,...) 
BA & 


oOy 
ausfällt, so folgt leicht, daß die unendliche Reihe von Funktionen fı, fs fs; : 
für das Innere der Kurve einschließlich des Randes gleichmäßig konvergiert, 
d.h. es ist 


(ey)=tLha,y 
eine stetige Funktion der Veränderlichen x, 7. 
Die Fläche >= /(, y) ist die gesuchte Potentialfläche. Der Nachweis 


hierfür bietet keine Schwierigkeit; er gelingt am einfachsten, wenn wir die 
Existenz der Minimalfunktion, d. h. die Lösung der Randwertaufgabe für 
den Kreis und eine beliebige stetige Randfunktion benutzen; doch läßt sich 
der Nachweis auch auf direktem Wege erbringen. 

Neben der Einfachheit und Durchsichtigkeit des eben kurz gekenn- 
zeichneten Schlußverfahrens erblieke ich den Hauptvorteil der neuen Methode 
darin, daß sie nur die Minimums-Eigenschaft benutzt und von der speziellen 
Natur der Aufgabe, d. h. von den besonderen Eigenschaften der geodätischen 
Linie bezw. der Potentialfunktion keinen Gebrauch macht; das Schluß- 
verfahren ist daher auch auf allgemeinere Probleme der Flächentheorie und 
der mathematischen Physik anwendbar. 


68 


Über die zu einem algebraischen Körper 
gehörigen Invarianten. 


Von Herrn Ä. Hensel. 


Y ) n ) 
Gap hat zuerst streng bewiesen, daß jede Funktion »-ten Grades 
(x) auf eine einzige Weise in irreduktible reelle Faktoren ersten und zweiten 
ei oO 
Grades zerlegt werden kann. Ist 


(1.) [FORM A) 
jene Zerlegung, so ist die Gesamtzahl aller reellen und der Paare kon- 
jugierter imaginärer Wurzeln, welche @. Lejeune Dirichlet in einer seiner 
kürzesten und bewunderungswertesten Abhandlungen „Zur Theorie der kom- 
plexen Einheiten“”) eingeführt und durch sie die Anzahl der Fundamental- 
einheiten in dem durch die Gleichung /(«)=0 definierten Körper A(x) 
ausgedrückt hat. 

Es ist nun eine merkwürdige und wohl noch nicht genügend beachtete 
Tatsache, daß dieses letzte /Wrichietsche Resultat und der aus ihm sich er- 
sebende Satz über die multiplikative Darstellung aller Zahlen des Körpers 
A(x) durch ein Fundamentalsystem von nur / Elementen so verallgemeinert 
werden kann, daß aus ihm sowohl die 'T'heorie der Einheiten als auch die 
Theorie der idealen Zahlen hervorgeht. 

Es besteht nämlich der dem oben erwähnten Garrßschen Fundamental- 
theoreme vollständig koordinierte Satz, daß jede ganzzahlige Funktion »-ten 
Grades nicht bloß im Gebiete der rationalen und irrationalen reellen Zahlen, 


*) Verhandlungen der Berliner Akademie v. J. 1846, S. 103—107, Werke Bd. I, 
S. 641-644. 
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sondern auch für den Bereich einer beliebigen Primzahl » auf eine einzige 
Weise in irreduktible Faktoren zerlegt werden kann. Diesen Satz habe ich 
in der Abhandlung „Neue Grundlagen der Arithmetik“ d. Journ., Bd. 127, 
S. 51—82*) ausgesprochen und bewiesen. 

Ist nun 


1") eh R (P) 


jene Zerlegung für den Bereich von p. so zeigt man wörtlich ebenso wie 


bei dem vorher betrachteten Falle, daß jede ganze oder gebrochene alge- 
braische Zahl », des Körpers A (x) nebst allen ihren konjugierten auf eine 
einzige Weise multiplikativ durch nur / geeignet gewählte Zahlen (n,. 7... ... 


d.h. in der Form: 


[2 ... l 


dargestellt werden kann, wo e eine „Einheit für »* ist und die Exponenten 
m, positive oder negative Zahlen bedeuten. Geht man von einem solehen 
Fundamentalsystem zu einem äquivalenten „reduzierten“ (71,,71,,....71,) über, 
so werden für dieses die Exponenten »», ganze Zahlen und die Elemente 7 
die zu p gehörigen Primdivisoren im weitesten Sinne. Die Primzahl y 
besitzt also auch in diesem Falle genau / verschiedene Primteiler 7,, welche 
den 4 irreduktiblen Faktoren /;() in (1°) eindeutig zugeordnet sind. Sind 
allgemein -, und /; die Ordnungszahl und der Grad von 
(srad des zugehörigen Faktors /; (x), so ist stets 


und ist der 


i 


So ergibt sich die Theorie der idealen Primfaktoren und die der 
Kinheiten als Spezialfälle einer und derselben allgemeinen Betrachtung, und 
zwar stehen sie in genau derselben Beziehung zu einander, wie die Unter- 
suchung der algebraischen Funktionen einer Variablen in der Umgebung 
einer endlichen Stelle und dieselbe Betrachtung für die unendlich ferne 
Stelle. Fbenso wie dort können auch hier beide Fragen gemeinsam unter- 
sucht und erst dann jene beiden T'heorieen durch Spezialisierung 


Fewonnen 


*) Vergl. außerdem meinen Aufsatz: „Über die Entwicklung der algebraischen 
Zahlen in Potenzreihen“. Math. Ann. Bd. 55, S. 301—336. 

**) Diese Untersuchung habe ich in einer im Jahre 1902 in Berlin gehaltenen 
Vorlesung vollständig durchgeführt. 
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Die hier eharakterisierte neue T'heorie der algebraischen Zahlen, 
deren Elemente ich in einer in diesem Journale (Bd. 128, S. 1-32) ver- 
öttentlichten Abhandlung entwickelt habe, scheint mir auch aus dem Grunde 
ein brauchbares Hilfsmittel für arithmetische Untersuchungen zu sein, weil 
mit ihrer Hilfe Fragen der Zahlentheorie vollständig und einfach gelöst 
werden können, deren Beantwortung mit den bisherigen Methoden entweder 
überhaupt nicht gelang. oder doch bedeutende Schwierigkeiten bereitete. 

In der folgenden Abhandlung behandle ich eine dieser Aufgaben; 
sie ist eine Verallgemeinerung eines elementaren Satzes, welcher bei der 
Phrichletschen Behandlung der 'T'heorie der Einheiten auftritt; nur aus 
diesem Grunde wage ich es, diese kurze Untersuchung in dem vorliegenden, 
dem (Gedächtnisse dieses großen Mathematikers gewidmeten Bande zu ver- 
öffentlichen. 


un 
ja 


l;s sei wie vorher 
(1”.) @)=V0 


eine beliebige irreduktible ganzzahlige Gleichung »-ten Grades, A (x) einer 
der » dureh sie konstituierten konjugierten Körper. und /) die Diskriminante 
irgend einer zu A(x) gehörigen Basis, z. B. die Diskriminante der Gleichung (1”.). 
Da sich jede andere Basisdiskriminante bekanntlich nur um das Quadrat 
einer rationalen Zahl von /) unterscheidet, so haben alle zu A () gehörigen 
Diskriminanten ein und dasselbe Vorzeichen; dieses ist also eine Invariante 
des Körpers A). 

Eine ganz elementare Untersuchung der in (1.) angegebenen Zer- 
legung von /(x) in seine A irreduktiblen reellen Faktoren ersten und zweiten 
(rades ergibt nun den Satz: 

Die Basisdiskriminanten eines Körpers A () sind sämtlich positiv 
oder sämtlich negativ, je nachdem »— / gerade oder ungerade ist, 
d.h. es ist 


(2.) sen D=(— 1)". 


Es sei nun » eine beliebige Primzahl und 


(3.) D=p? Do, 


\ 


wo »' die höchste in /) enthaltene Potenz von » bedeutet, /), also p nicht 
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mehr enthält. Ist nun 
(3".) D- p"- ID, 


irgend eine andere Basisdiskriminante desselben Körpers. welche sich also 
von /) nur um das Quadrat einer rationalen Zahl unterscheidet, so bestehen 
die beiden Beziehungen: 


00 (mod 2) 
D\_ (DD, 
=), 


Die Diskriminanten /) eines und desselben Zahlkörpers enthalten 


(4.) 





somit entweder alle eine gerade oder alle eine ungerade Potenz einer 
beliebigen Primzahl p, und ihre primitiven Teile /), sind entweder 
sämtlich quadratische Reste oder sämtlich quadratische Niehtreste von y. 

Für den einfachsten Fall, daß die Primzahl p» nicht in der Körper- 
diskriminante enthalten ist, wurde die Bestimmung des quadratischen Charakters 
jener Diskriminante in bezug auf p durch einen einfachen und eleganten 
Satz gegeben, welchen Herr Stekelberger auf dem ersten internationalen 
Kongresse in Zürich vorgetragen hat.”) Der Beweis für den Fall, dad „=2 
ist, macht aber hier besondere und nicht ganz einfache Hilfsbetrachtungen 
notwendig. Denselben speziellen Fall aber nur für eine ungerade Primzahl 
hat dann Herr Vorono/ ohne Kenntnis der Stickelbergerschen Arbeit 1904 in 
einem Vortrage bei dem dritten internationalen Kongresse zu Heidelberg 
auf einem anderen Wege bewiesen. 

Die Bestimmung der beiden Invarianten (4.) für einen beliebigen 
Körper A (x) und eine beliebige Primzahl p ist dagegen eine Aufgabe, 
welche mit den früheren Hilfsmitteln der Idealtheorie nieht allgemein gelöst 
werden konnte. Die Lösung ergibt sich aber höchst einfach, wenn man 
von der in der Einleitung erwähnten 'T’heorie der algebraischen Zahlen 
ausgeht. Im folgenden sollen jene beiden Invarianten für eine beliebige 
Primzahl » vollständig bestimmt werden und zwar so. dab der singuläre 
Fall »=2 keine Spezialuntersuchung nötig macht. 

Zunächst können und wollen wir die Grundgleichung /(«) als un- 
zerlegbar für den Bereich von » voraussetzen. 


*) Verh. des internat. Kongresses in Zürich 1897. S. 182103. 
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Angenommen nämlich, /(x) zerfalle für den Bereich von p» in A irre- 
duktible Faktoren, und es sei wie in Nr. (1°): 


(9.) [)ShURN fl) (P) 
diese Zerlegung. Dann besteht bekanntlich für die Gleichungsdiskriminante 
die Identität: 


5) DN=-NPNHRGOALD) 


wo allgemein A(/; @), f ()) die Eliminationsresultante von /;(«) und f, (“) 
bedeutet. Da sich somit 

DD von MD) 
nur um ein rationales Quadrat unterscheidet, so bestehen für die zugehörigen 
U) 


\ | E-_ 2 ; D I ' u ; 
Invarianten Ö und d; einerseits und ( e) und ( : ) andererseits die Bezie- 
P P 


hungen: 


hı 
= 50, (mod 2), 
6.) F 


l 
IT, We 
)=nl): 


ls sei also jetzt die Grundgleichung »-ten Grades auch für den 





Bereich der Primzahl » irreduktibel. Dann besitzt die Gleichung 


xD @)=V0 (P) 


für den Bereich von p genau rn Wurzeln .,, 2, ...,:; diese lassen sich auf 
eine einzige Art in konjugierte Potenzreihen entwickeln, welche im all- 
gemeinen nach ganzen Potenzen von p fortschreiten. Nur dann, wenn p in 
der Diskriminante des durch (7.) konstituierten Körpers A (x) enthalten ist, 
schreiten jene » Reihen nach ganzen Potenzen einer gewissen e-ten Wurzel 
aus » fort, genau ebenso, wie die Wurzeln y,; einer algebraischen Gleichung 
/)=0 in der Umgebung eines e-blättrigen Verzweigungspunktes «= « 
1 
nach ganzen Potenzen von a=(x—e)‘ entwickelbar sind. Daher soll auch 
in diesem Falle » eine Verziwergungszahl für den Körper K (x) genannt 
werden, und e soll die Verzweigungsordnung von p in bezug auf A («) 


") Wendet man genau dieselben einfachen Überlegungen auf die Zerlegung (1.) 
von f(x) a.S.6S an, so erhält man unmittelbar den Beweis der Gleichung (2.). 
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heißen. Die Zahl e ist stets ein Teiler von », so daß wie bereits a. S. 69 
erwähnt wurde: 

(8.) e/= N 
Ist. 

Es werde nun gleich die allgemeinste Annahme gemacht, daß p eine 
Verzweigungszahl für A(x) ist, deren Verzweigungsordnung + ist, und es 
sei ı diejenige e-te Wurzel aus p, nach deren Potenzen sich die eine der 
n Wurzeln der Gleichung (7.) entwiekeln läßt. Dann gilt für diese Wurzel « 
die folgende Gleichung: 


(9.) = ent Leer) net!ıL.. (»). 


Die Koeffizienten &®, &**",... sind dann eindeutig bestimmte modulo y» 
reduzierte ganze algebraische Zahlen eines und desselben Körpers A(e) vom 
/-ten Grade, welchen ich den zu der Gleichung (7.) gehörigen Koeffizienten- 
körper nenne. Die Grundzahl e von A(e) ist eine der / konjugierten Wurzeln 
einer für den Bereich von p irreduktiblen Gleichung /-ten Grades: 


(10.) / (ed) mE — g,_1€8 4 „ad + tp=V (pP); 


deren Koeffizienten ganze Zahlen des rationalen Körpers A(p,1) sind, und 
deren linke Seite einer der für den Bereich von » irreduktiblen Faktoren 
/-ten Grades der Funktion: 
(10%.) e 
ist. Hieraus folgt, daß die / Wurzeln 
Br Bas, 
von (10.) den / Potenzen 
IR 0 AR 
bezw. gleich sind, während 


a; 


ist. Die irreduktible Gleichung (10.) ist somit eine AÖeische, und eine 
rationale Funktion ihrer Wurzeln ist dann und nur dann rational, wenn sie 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln (£, &,, ..., &,_,) in dieser Reihen- 
folge ungeändert bleibt. 
Die Entwicklungszahl 7 ist im allgemeinen eine rerme e-te Wurzel 
aus »; sie genügt nämlich einer reinen Gleiehung +-ten Grades: 
(11.) v(n)=n‘+(—- 1) py=d: 


Journal für Mathematik Rd. 129. Heft 1. () 
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hier kann aber 7, eine durch p nicht teilbare Zahl des Koeffizientenkörpers 
K(e) sein, welche durch veränderte Wahl von z innerhalb A(x) zwar ver- 
ändert, aber nicht beseitigt werden kann. In diesem Falle besitzt also 
für jeden Wert &, von e genau e von einander verschiedene Wurzeln 


TU ız Ta, on. T;,, 


welche durch die aus (11.) folgenden Gleichungen 


PER: 1 /n nli WERD 
N 0 YpyY (G=1,?2,..0) 


ri 


® ® ’) i Pe» jr ® 7 
bestimmt sind, wo o=e* und yj? der Wert von y, für ,=®" ist. Er- 
setzt man also &e durch seine / konjugierten Werte, so erhält man für die 
Entwicklungszahl zn genau e/=n konjugierte Werte, welche sich nur um 

o > ’ 
1 1 


die Einheiten g‘”'(y{’)“ von einander und von p° unterscheiden. Man erhält 
alle » Wurzeln der Gleichung (7.), wenn man in der Potenzreihe (9.) für « 
dem & alle Werte &, &,,...&,_, beilegt und bei jedem &e, der Entwicklungszahl 
rı die e zugehörigen konjugierten Werte 77, 71a, ...71,. gibt. 

Der bisher geschilderte Fall tritt stets ein, wenn die Verzweigungs- 
ordnung e von p nicht durch diese Primzahl selbst teilbar ist. Der bisher 
ausgeschlossene Fall, wo e eine beliebig hohe Potenz von p als Faktor 
enthält, bot früher der höheren Arithmetik überhaupt unüberwindliche Schwierig- 
keiten. Bei der hier benutzten Methode unterscheidet er sich aber von dem 
regulären Falle nur dadurch, daß hier die als Entwicklungszahl 7 auf- 
tretende e-te Wurzel aus p nicht durch eine reine Gleichung (11.) definiert 
ist, sondern die Wurzel einer gemischten Gleichung e-ten Grades: 


(11) va)’ pya'+pYyan”— + +(- D’pyo= 0 


sein kann, deren Koeffizienten py;. durch p» teilbare ganze Zahlen des Koeffi- 
zientenkörpers A(e) sind, in der aber das letzte Glied p»y, sicher nur durch 
die erste Potenz von p teilbar ist. Auch hier gehört zu jedem der / kon- 
jugierten Werte &, von e je eine Gleichung: 


A) wa)=n' -pyd,ıa" +. tpyo =(n —n,)(A—N;)..(N—N,), 
| 
welche sich ebenfalls von einander und von p‘ nur um algebraische Kin- 
heiten unterscheiden, und alle vorher für den regulären Fall angegebenen 
Resultate bleiben somit auch hier unverändert gültig. 
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Um nun die beiden Invarianten (4.) zu bestimmen, betrachte ich die 
Diskriminante /)($), welche zu einer möglichst günstig gewählten algebra- 
ischen Zahl 5 von X(x) gehört Es sei 


g=e+n, 


wo & die Grundzahl des Koeffizientenkörpers A(e) und rn die Entwicklungs- 
zahl für den Körper A(.x) bedeutet. Dann ist )(£) das Differenzenprodukt 
der ef=n konjugierten algebraischen Zahlen: 

Zee uELFTERE Se EL SCHERER Zn uEL APR 


(12.) N N at An 





&,+ Tay, + Nyayerr, PA 


fe? 


Das Differenzenprodukt der e in einer und derselben, etwa der ‚-ten Zeile 
stehenden Wurzeln ist nun zunächst gleich 


II (n,,— 7x) = Dn,, ..7n,)=D(w,;(n)), 
a —>k | ee. 
d.h. gleich der Diskriminante der Gleichung ,(a)=0 in (11”.). Dagegen 
beginnt jede Differenz 
(€, r 71.) .— (&, - N pr) — € ud E,,) == (7, a IT ;r, A 


von einer der e Wurzeln der :-ten Zeile und einer der e Wurzeln der :'-ten Zeile 
immer mit &,—e,; das Produkt aller Wurzeldifferenzen, deren Minuendus und 
Subtrahendus verschiedenen Zeilen angehören, beginnt also mit 


III, — &,)?|°= D(e)‘, 
wenn /)(e) die Diskriminante der Gleichung y(e)=0 in (10.) bedeutet. 


Also ergibt sich für die Entwicklung der Diskriminante D(£) nach 
steigenden Potenzen von p die Gleichung 


DOS=DEO HDwa)+-- 
= De N,Dpay) +. 


Beachtet man noch, daß für die Diskriminante irgend einer Gleichung 
v(n)=0 vom e-ten Grade 


e(e—1) 


D(w(a))=(-1) ° X,(w (n)) 


76 Hensel, über die zu einem algebraischen Körper gehörigen Invarianten. 


+ 


ist, so ergibt sich endlich die folgende Entwicklung der Gleichungsdiskri- 
minante (£): 


(13.) I) (£) = IM e)”- NK 1) 2 N,(y' (n))) + ..., 


“ast ebenso einfach erhält man eine vollständige Darstellung der 
INörperdiskriminante D(A(x)) von A(x) und nicht bloß eine Darstellung 
) A 

ihres Anfangsgliedes, wenn man beachtet, daß die e/=n Zahlen 


EM Pr —1 mte—1 e—1 me. 
I „ TU, TITEL or. TUE yarı I „A € EEE e 


offenbar ein Fundamentalsystem für diesen Körper bilden, und dab daher 
die aus ihnen und ihren konjugierten gebildete Determinante der Quadrat- 
wurzel aus D(A(x)) gleich ist. Durch eine sehr einfache Umformung jener 
Determinante ergibt sich so die Gleichung: 


et | DK) = Deey- MD(y.(a)) 
(13'.) | sa ER 
= Dis). N.(K(-1) ° Nule'a))), 


und wir erkennen so beiläufig, daß die Körperdiskriminante D(A(x)) und 
die vorher betrachtete spezielle Gleichungsdiskriminante /)(5) dieselbe Potenz 
von p enthalten, nämlich diejenige, welche in dem Produkte //D(w,(n)) 
auftritt. Im folgenden will ich daher jetzt die Darstellung (13°.) der Körper- 
diskriminante zur Bestimmung jener beiden Invarianten benutzen. 

Um nun D(A(x)) mit Hilfe von (13°) wirklich zu berechnen, bilde 
ich die Ableitung der Funktion w(z) in (11'.) 


1 d 


vr (m) = en! — (e— 1) py._\ Ib. + ıpy, IT... +pY1 


und entwickle sie nach steigenden Potenzen von zz. Die e einzelnen Glieder 
von vr (a) sind alle von verschiedener Ordnungszahl in bezug auf p, da 


sie, abgesehen von ganzzahligen Potenzen dieser Primzahl bezw. mit rn", 
e—1 1 


2" ,...7,1 d.h. mit den gebrochenen Potenzen p * ,...p°, 1 multipliziert 
sind. Daher können sich in keinem Falle zwei dieser Glieder fortheben. 
Schreibt man also die Entwicklung von ır() in der Form: 


(14.) v(n)=c;_, qm! + on’ +, 


so ist das Anfangsglied c,_, n’”' 


einfach das Glied niedrigster Ordnung 


a i—1 
+ ıpy; X 
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=] 
=] 


} RN. BR 
RER EA 


in w (ra), welches in jedem Falle unmittelbar angegeben werden kann. Ist 
e durch p nicht teilbar, also v(n)=n"+(— 1)'py,, 80 ist: 


(14'.) w(R)=C;., themen 
also in diesem regulären Falle ist einfach: 
(15.) me, G=e. 
Bildet man nun die Norm von ır (zr) in (14.) und beachtet dabei. daß 
M@a)=p; 
ist, so ergibt sich zunächst: 


e(e—1) 
(16) -D:! NW@ad)=-D? EA tee 4 


1/ 


wo y, eine » nicht enthaltende Zahl des Körpers Az) ist, welche durch 
die Gleichung: 


(16°.) n=(-1) ’ cc 


4 


definiert ist. In dem regulären Falle ist nach (15. 


(16".) n=(-1 


‘ \ , 7 
Substituiert man diesen Wert endlich in (13°), so ergibt sich: 


(17.) D(K(a))=p’D,=p I)(€ N, a) 4... 


’ 


und man erhält so die folgende Darstellung jener beiden Invarianten: 





PR U, 
(18.) N ge 
\p )={ p Be p 

$2. 


Um die Einfachheit des im vorigen Abschnitte gefundenen allgemeinen 
Resultates deutlicher hervortreten zu lassen, betrachte ich die einzelnen Fälle 
desselben gesondert. 

Ich nehme zuerst an, daß » kein Teiler der Körperdiskriminante von 
K(x) ist. Dann ist 7=p, also 
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es wird hier also einfach 
D(K(«)) = ]J) (€) = ]),. 
Die Gleichungsdiskriminante /)(e) ist nun quadratischer Rest oder Nichtrest 


zu p, je nachdem sie für den Bereich dieser Primzahl einem rationalen 
(Quadrate gleich ist oder nicht, je nachdem also ihre Quadratwurzel 


Fe FE 

a ee ER 
/ — | 2 2 2 
VD(e) En 

TE 


rational ist oder nicht. Nach der oben a. S. 73 gemachten Bemerkung ist 
aber eine rationale Funktion von (e, &,,...&,_,) dann und nur dann eine 
rationale Zahlgröße für den Bereich von p, wenn sie bei einer zyklischen 
Permutation jener » Wurzein ungeändert bleibt; und da sich bei dieser 
Vertauschung V/)(e) offenbar mit (— 1)” multipliziert, so ergibt sich sofort 
der Satz: 

Ist /@) für den Bereich von p irreduktibel, und ist » kein 
Diskriminantenteiler des zugehörigen Körpers A(x), so ist die Diskri- 
minante einer jeden Gleichung dieses Körpers quadratischer Rest oder 
Nichtrest zu p, je nachdem » ungerade oder gerade ist; es ist also stets: 


(19.) en. 


Dieser Fall tritt z. B. stets dann ein, wenn /(x) nicht bloß für den Bereich 
von p, sondern auch modulo p» irreduktibel ist, denn dann ist ja p sicher 
kein Teiler der Gleichungsdiskriminante von /(z). 

Nimmt man allgemeiner /(x) als reduktibel für den Bereich von » 
an, setzt aber auch jetzt voraus, daß » kein Teiler der Körperdiskriminante 
ist, und sei dann (5.) die Zerlegung von /(x) für den Bereich von p, so 
ergibt sich leicht (vgl. $ 8 der a. S. 69 genannten Abhandlung), daß auch 
die A Körperdiskriminanten D” die Primzahhl » nicht enthalten. Aus der 
zweiten Gleichung in (6.) und aus (19.) ergibt sich somit in diesem Falle 
die Gleichung: 


(19) Deaßd-ed“. 
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Ist also p kein Diskriminantenteiler des Körpers n-ter Ordnung 
K (x) und zerfällt die Grundgleichung für den Bereich von p in / irre- 
duktible Faktoren, so ist /) Rest oder Nichtrest für p, je nachdem rn —/ 
eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 


In die Sprache der Idealtheorie übertragen, besagt die bisher gemachte 
Voraussetzung, daß die Primzahl » lauter verschiedene Primfaktoren inner- 
halb A (x) besitzt. 


Der hier bewiesene Satz gilt auch in dem Falle, daß » die gerade 
” . r . D .. ® 
Primzahl 2 ist; nur muß alsdann das Zeichen (>) etwas anders, nämlich 


durch die Gleichung: 


D—1 D—-1 
(20.) (3) nt? =(—])* 


definiert werden. Ist nämlich D für den Bereich von 2 einem Quadrate 
gleich, so muß bekanntlich /) die Form 8v-+1 haben, und nur dann ist 


D . ) Sa 
auch (Z)=+1. Ist dagegen )=8v+5, so ist nach unserer Definition 


er 1, während dieses Symbol den imaginären Wert + oder —: haben 
würde, wenn /) die Form 8vr +3 oder 8vr +7 hätte. Sind die beiden Zahlen 
I) und D' oder auch nur eine von ihnen primär, d. h. von der Form 4r +1, 
so gilt offenbar auch in diesem Falle die Gleichung ah (2) 43° 
Bei dieser Definition des Legendresechen Symbols besteht nun ebenfalls die 
Gleichung: 


21) =D, 


d. h. ist /(x) für den Bereich der Primzahl 2 irreduktibel und ist 2 nicht 
in der Körperdiskriminante enthalten, so ist jede Diskriminante dieses 
Körpers von der Form 8v-+1 oder 8v +5, je nachdem der Grad jenes 
Körpers ungerade oder gerade ist. Es gibt keine Diskriminante von 
der Form 8 +3 oder 8v +7. 
Daß zunächst jede Diskriminante /)(#) von der Form 4r+1 ist, 
beweist man leicht folgendermaßen: Erhebt man die Gleichung 


/ > > R 
‚D=|#, Fe (k=0,1,..n—1) 


zum Quadrate und wendet dann den Fermatschen Satz für den Primzahl- 
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modul 2 an, so ergibt sich die Kongruenz: 


(YDP=|*, e*,... e*,| (mod2). 


n 


> 


Da aber die Zahlen €, &,,...&,_, bezw. gleich: #,, &,... &,_1, & sind, so ist die 
rechts stehende Determinante gleich der vorigen multipliziert mit (— 1)": 
und da dieser Faktor modulo 2 fortgelassen werden kann, so besteht die 
IKongruenz 

YD’=Yl oder VDVD-V= (mod 2); 
aus ihr folgt ohne weiteres, 


‚D=1 (mod 2), 
das heißt: 


‚D=1+2y, 
wo y eine ganze Zahl von A(e) ist. Also ist 


D=1+4,(y+1) 
oder 
D=1 (mod 4), 
w. z.b. w. 
Ist nun /) für den Bereich von 2 einem Quadrate gleich, so muß 


Y/) in diesem Bereiche rational sein, und dies ist nach dem soeben für eine 
beliebige Primzahl p» bewiesenen Satze dann und nur dann der Fall, wenn 
» ungerade ist. Damit ist der vollständige Beweis für die Richtigkeit der 
Gleichung (21.) erbracht. 

Setzt man endlich in der Gleichung (19) p=2, so ergibt sich das 
folgende allgemeinere Resultat: 

Zerfällt die Primzahl 2 in dem Körper »-ten Grades X («) in h 
von einander verschiedene Primfaktoren, so ist die Körperdiskriminante 
sowie jede Gleichungsdiskriminante von der Form 8”+1 oder 8”+5 
je nachdem » — h gerade oder ungerade ist. 


$ 3. 


Es sei jetzt zweitens die Primzahl p ein Verzweigungsteiler von 
N (x), aber es möge ihre Verzweigungsordnung e den Divisor p nicht ent- 
halten. Setzt man dann in der allgemeinen Gleichung: 
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e(e—1) 
(22.) D()= Dee N,(-1) * NW (a) 
77 (71) = en’ 
und beachtet, dad N (n)=py, ist, so ergibt sich 
D (x) = p? D,=D (ef N, (7,) T Anal 
wo 


e(e—1) 


(23.) ne(-1) ? ey 


Yo 
gesetzt ist. Also erhält man für die beiden Invarianten die Gleichungen: 


o=/f(e-1) (mod 2), 
=), 


P 


(24.) 


wenn man den in (19.) gefundenen Wert (— 1) ' von (* )) berücksichtigt 

Ich sehe zunächst von der einen geraden Primzahl y=2 ab, setze 
also im folgenden » als ungerade voraus. Ist dann , irgend eine ganze 
Zahl des Bereiches A (e) und beachtet man, daß für die konjugierten Zahlen 


1 Ay ni ‘ 1 
Ya 0... y8" allgemein 





2 (i = si \ 
v=y (mod P) 
ist, so ergibt sich: 
Y p—1 ] 1 1 ot 
Ne (0) „U U) 2 — (vltpt+p/1N 2 :v.° (mod p»\ 
p Jvjv +ydv , — \yv ) — yo \ up). 


Eine Zahl y, des Körpers A (e) soll nun ebenfalls quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest von p heißen, je nachdem sie dem (Quadrate einer 


eleich ist oder nieht. Eine 


Zahlgröße von A(s) für den Bereich von p g 


leichte Überlegung, welche der entsprechenden innerhalb des Körpers der 
rationalen Zahlen durchaus äquivalent ist, zeigt nun, daß y Rest oder Nicht- 
rest von » ist, je nachdem 


f 
p/—l 
Yo“ +1 oder —1 (mod y 
ist. 
. 5 . | ’ ) 
Ich will daher den kleinsten Rest dieser Potenz modulo p durch Fr 
(\» 
bezeichnen und ihn den quadratischen Charakter der algebraischen Zahl 


‘ 
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ın bezug auf p nennen. Dann geht die Gleichung (24.) für (2) bei Be- 
rücksichtigung von (23.) in die folgende einfachere über: 

ele—1) 

an ee [ie en) 


) 


p 
wobei noch zu beachten ist, daß jede Quadratzahl in dem Zeichen | } einfach 
fortgelassen werden kann. 
Ich unterscheide jetzt in (24.) und (24'.) die beiden Fälle, daß die 
Verzweigungsordnung e gerade oder ungerade ist. 
Il. e gerade: 
d==f  (mod2), 
(22) = PB 1)" % I. 
P pP 
II. e ungerade: 
0 (mod 2), 


(ya 1) wu l 


p 


e—1 

)T el 

SR ı 

Das letzte Kriterium läßt sich noch einfacher schreiben, da hier die Zahl 
1 


Y 


(—1)° e rational ist. Ist nämlich # irgend eine ganze r«tonale Zahl, so 
besteht die Kongruenz 


—ı mp i PR En 
| FÜ Re z Ran 1 3 ) "e3 u: A we. 'E f 
| » | l; = I. ! = =( ) (mod p). 


Also läßt sieh der zweite Fall einfacher so schreiben: 
Il. e ungerade: 
!=0 (mod 2), 


— f 
le) 


und er zerfällt, je nachdem / gerade oder ungerade ist, in die beiden Unterfälle: 
Il’. - ungerade, / gerade: 


"=( (mod 2), 


Be 
„)=-1. 





& 
Ki 
54 
1 
3 
2 
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II’. e ungerade, / ungerade: 


.=—0 (mod 2), 


e—] 
(=) 
p p 
Die vorher noch ausgeschlossene gerade Primzahl »y=2 ordnet sich, 
wie man jetzt leicht sieht, unmittelbar dem Falle II unter. In der Tat 
muß ja hier die Verzweigungsordnung e ungerade sein, da sie kein Multi- 
plum von 2 sein soll; die allgemeinen Gleichungen (24.) und (23.) gehen 


daher in diesem Falle über in 
= (mod 2), 


( 2) = (— 1)" (N00) | 


-]1) 


=D’ ey. 


In diesem Ausdrucke für 7 kann aber die gerade Potenz yı, ' einfach fort- 
gelassen werden, weil ihre Norm ein rationales Quadrat ist, und ebenso 
kann e’ durch e ersetzt werden. So ergibt sich genau ebenso wie in (ID): 


Il p=2: 
!=0 (mod 2), 


R EMI 
(3)=(-1) ( ) ) 


und je nachdem / gerade oder ungerade ist, erhält man auch hier genau 
die Gleichungen (II) und (II’). Beachtet man endlich, daß das Symbol 
BN ; . ’ 

( - ) in diesem Falle über den Charakter von /), modulo S entscheidet und 


daß hier die beiden Zahlen »„=e/ und / zugleich gerade oder ungerade sind, 
so läbt sich das Resultat in dem folgenden Satze aussprechen: 

Ist die Primzahl 2 für den Körper A(.r) ein Verzweigungs- 
teiler ungerader Ordnung, so ist sie in jeder Diskriminante desselben 
in gerader Potenz enthalten. Der primitive Teil /), einer jeden solchen 
Diskriminante ist entweder von der Form 8Sr-+-5, oder er ist modulo 8 
kongruent 


e—1 
er 9; 
je nachdem der Grad des Körpers gerade oder ungerade ist. 
j1° 
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) 


Endlich läßt sich auch das allgemeinste Resultat für den Fall, daß 
die Verzweigungsordnung e ein Vielfaches der ungeraden Primzahl » ist, mit 
Hilfe der bisher durchgeführten Betrachtungen in sehr einfacher Weise aus- 
sprechen. In diesem Falle folgt nämlich aus (18.) 


N) = fe — 1), 


(=, 


wo nach (16%) 
—1) 


Y=(- : 7ER 
bu 1] /(p—1) 

ist. Substituiert man diesen Wert und beachtet, daß - =(-1) ’ ist, 
so ergibt sich schließlich 
:D ned ED (E_1)\e fy, \er-ı 
(2) or” 

p JS Ip) 
Unterscheidet man auch hier die einzelnen möglichen Fälle, so ergibt sich 
das folgende Schlußresultat: 

e gerade. 
a) e ungerade. 
I=0 (mod 2), 


n(p—1) 


()=-1) ° 


o=f (mod 2), 


b) e gerade: 


) n(p—1) 
APR: 
e ungerade. 
a) e ungerade: 
==) (mod 2), 


( *) = (— ren Fl 


op) 
b) e gerade: 


o=f (mod 2), 


DN_ 4 DE (1) (Yo) 
()=- wir: 


EP RENNEN Ran Verde 


En 
Br 7 
E.. 
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Die erste und wichtigste Invariante ist also die Zahl 4 aller Prim- 
faktoren der Primzahl » und sie stimmt für diesen Bereich mit der von 
Dirichlet in die Theorie der Einheiten eingeführten Anzahl der reellen Faktoren 
der Grundgleichung vollständig überein. Bei der Bestimmung der Zahlen J) 


D oo . . . . . . . 
und N für einen einzelnen Primdivisor treten noch außerdem die beiden 


Zahlen e und /, die Ordnung und der Grad desselben auf; zu ihnen tritt 

aber in dem regulären Falle noch die eine Invariante eh während in dem 
) 

allgemeinsten Falle außer ihr noch die beiden neuen Invarianten ° und 


= 
| = hinzukommen. 








5b 


D - RAR r 
Sur la relation ( „)= 1" et la loi de reeiprocite. 


Par M. D. Mirimanoff et M. K. Hensel. 


I. 
(Extrait d’une lettre de M. DD. Mirimanoff a M. K. Hensel.) 


La relation 
(1. (D=-0 


si intimement liee a la formule elementaire dans la theorie des unites com- 
plexes, sur laquelle M. Foronoi a appele l’attention au 3° Congres inter- 
national & Heidelberg et que vous avez generalisee dans votre Me&moire 
pour le centenaire de Drrichlet,”) est susceptible de nombreuses applications. 
En voiei une qui n’est peut-etre pas denuce d’interet. 
Soit / un nombre premier different de p. Appliquons la relation (1.) 
a la eongruence 
a — ] 

(2.) —=( (mod » 

\ / 2 un l \ p); 
que l’on reneontre dans la theorie de la division du cercle. 


Soit / l’exposant auquel appartient le nombre » (mod /) et posons 
} 


On sait que le premier membre de (2.) se decompose en e facteurs 
irreduetibles (mod p), dou h=e. 
i—1 
D’autre part le diseriminant de (2.) est egal a (— 1)" U”. 


Voir p. 75, n® (19*.) du memoire precedent, 
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Mirimanoff et Hensel, sur la relation ( )=\ _ 1 )" " et la loi di receiprocht 
» 
l 


Il vient par eonsdquent, en appliquant la relation (1.), 


eo} 
Bun \ /l 
( = (- 1). 
„I Wed 
Mais (— 1y=(}), puisque p est un residu si e est pair et un non-residu 


, 2 
si e est impair; d’autre part =(—1) °’. 
\ y / 


On aura done 
/—1p—] ] 


9” 5)-(f) 


et l’on voit que la loı de recrprocıte de Legendre est une CONSt quenc de la 
D \ f 
relation ( 1 > 


est lA le resultat aue je voulais £tablir. .. 
| 


II. 
(Extrait d’une lettre de M. A. Hensel a M. D. Mirimanoff. 


Permettez-moi la remarque que votre demonstration de la loi 
de r&eiproeite peut &tre legerement modifite de maniere quelle s’applique 
aussi au theoreme supplementaire. 

En effet, soit p un nombre premier queleonque, / un nombre premier 

i—1 
impair, et soit / (—1)° / sa forme primaire: alors le diseriminant de votre 
equation (2.) est evidemment D—=/", et en appliquant la relation (1.), il 


vient, puisque / est primaire, 
2) DN l s I 
rs . ’ l . . ‚ ‚ 
l’equation *) ( ) contient la loi generale de Legendre: et pour p 2 
F | 


l’equation n | 
D-@--D' en" 


donne immediatement le theor&me suppl&ementaire. 









Sur les Invariants Arithmetiques. 
Par M. H. Poincare a Paris. 


sl. Introduetion. 


N iejeune-Dirichlet dans deux remarquables m&moires: Sur U Usage des 
Series Infinies dans la Theorie des Nombres (Journal de Ürelle, tome 18) et 
ltecherches sur diverses Applications de U Analyse Infinitesimale a la Theorte 
des Nombres (Journal de Ürelle, tome 19) est parvenu A determiner le nombre 
des classes des formes quadratiques d’un determinant donne. Il s’est servi 
pour cela de certaines series infinies dont les proprietes sont remarquables. 

J’ai eu moi-m&eme l’occasion de me servir de series identiques ou 
analogues dans divers articles relatifs aux /nvarzants Arithmetigues qui ont 
paru dans les Comptes Rendus de l’Academie des Seiences de Paris en 
1879 et dans ceux du Congres d’Alger de l’Assoeciation Francaise pour 
l’Avancement des Seiences en 1881. 

Je demande la permission de revenir sur divers points relatifs & ces 
series pour presenter une serie de remarques, qui n’ont peut-&tre pas par 
elles-m&mes un tr&es grand interet, mais qui ne sont cependant pas indignes 
d’attention, A cause du lien qui les rattache A l’oeuvre de Dirichlet. 

Ces remarques se rapportent aux fonetions fuchsiennes, aux fonetions 
abeliennes, aux fonetions elliptiques et & un certain nombre de transcen- 
dantes nouvelles plus ou moins apparentees aux fonetions elliptiques et 
fuchsiennes et ä& la fonetion de Fredholm. 

Ce qui permet de reunir ainsi dans un m&me travail un tel nombre 
de fonctions si diverses, c’est Ja communaute de leurs proprietes arithmetiques 
et leurs relations avec l’analyse de Lejeune-Dirichlet. 
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$ 2. Invariants des formes lineaires. 
On sait qw’au point de vue algebrique, une forme lineaire 
act by 


na pas d’invariant; je veux dire qu'il n’existe pas de fonction uniforme des 
deux eoäffieients « et 5 qui ne changent pas quand on remplace la forme 
lineaire par sa transformee par une substitution lineaire quelconque. 

Elle en possede au contraire au point de vue arithmetique, c’est-A- 
dire qwil y a des fonctions uniformes des deux co@ffieients qui ne changent 
pas quand on remplace la forme lineaire par sa transformee par une sub- 
stitution lindaire queleonque “ coöfficrents entiers. Ge sont les Invarıants 
Arıthmetiques. 

Un bon exemple est fourni par la serie 


x 1 db 
(1.) — (am+bn) Pa, 


ot m et n peuvent prendre tous les systömes de valeurs entieres possibles, 
positives, negatives ou nulles, A l’exception du systeme m=0, n—=0. Uette 
serie est absolument eonvergente pourvu que le nombre A soit plus 
grand que 2. 

Dans les articles que j’ai eites, j’ai montr@ comment ces series et en 
meme temps les fonctions doublement periodiques peuvent s’exprimer par 
des int@egrales definies simples. J’ai indique ensuite quel parti on peut en 
tirer pour reconnaitre si deux formes quadratiques definies de m&me deter- 
minant negatif sont ou non &quivalentes, au sens arithmetique du mot. 

(es series se rattachent aux fonetions elliptiques par le lien le plus 
direet. Si en effet, nous adoptons les notations de Neerstrass, et que nous 
fassions 

a=2w, b=2w, 
on aura 


(Js, 


9; 9; 9, 9; 
345’ Di: . db, - Do: 
9.4.0 


», 4.5.70 = 400.3.7° =80.3.7.117°° 


Plus generalement, envisageons une fonction uniforme Y (a, b) qui joue le 
röle d’invariant arithmetique, e’est-A-dire qui satisfasse A la condition 


y(a,b)=y(ea+pb,ya+ db) 
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quand a, ,y, 0 sont des entiers tels que 
ed—-Py=1. 


Il est clair que ce sera une fonction uniforme de 9, et de y, et que reei- 
proquement toute fonction uniforme de 9, et de 9, sera un invariant. 

Considerons maintenant en particulier les invariants qui sont des 
fonetions homogenes de a et de b, ce qui est le cas de la fonetion >, definie 
par l’&quation (1.); on aura 


p (a, b)=b p(}, 1), 


plaa+pb, ya+db)=(ya+db)"y dein i8, ı) 
ya 


d’oüu, en faisant D=1, 


Y (7 E, L)= - ya-+ I) Y (A, 1) 


ce qui montre que si & est un entier positif et pair, y (a, 1) est une fonetion 
thetafuchsienne correspondant A ce groupe fuchsien partieulier qui engendre 
les fonetions modulaires. 

On peut se demander si cette fonetion peut &tre representde par une 
de ces series thetafuchsiennes que j’ai definies dans le $ 1 de mon m&moire 
sur les fonetions fuchsiennes (Acta Mathematica, tome 1). Ft d’abord quelle 
est la forme de ces series thetafuchsiennes dans le cas qui nous oceupe, 

Soit //(x,y) une fonetion rationnelle quelconque, homogene d’ordre 
— 2% par rapport A x et A y et envisageons les scries: 


(2)  EHflaa+p, yard)=EGat "Hl, 2 


et 
9) > / (aa -1- P h. ya -}- N) b) 


etendues A tous les systemes de nombres entiers «, 7,y,0, qui satisfont A la 
condition ad-Py—1. 

La 1°“ est une serie thetafuchsienne, la 2° est un invariant arith- 
metique. Il faut toutefois 'que les series convergent. En se reportant au 
memoire eite sur les fonetions fuchsiennes, on voit que les conditions n&cessaires 
et suffisantes pour la convergence d’une serie de la forme (2.) sont: 

1’ que la fonction 7 (x, 1) n’ait pas d’infini sur le cerele fondamental: 

2’ que % soit un entier plus grand que 1 (au moins @gal 
12° 
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Mais dans le cas qui nous oceupe, ces conditions doivent &tre legere- 
ment modifices, parce que ce qui joue ici le röle du cerele fondamental, 
c'est une droite: l’axe des quantites reelles. 

Il est aise de transformer cette droite en un cerele par un change- 
ment lineaire de variable; on retombera sur une serie de la m@me forme. 

Soit par exemple 


(3.) CE A ,1)y2+0* 
et POSOnS 
.t—1 
ee 


. 


Soit de plus 
! Ü2 +P zn = ! a't+ 


u rt 
l’egalite (3.) deviendra 
(Qbis f —.ık KL t—1 BI, -, at +" Aw. V\—2k 
(3bis) (+1) (1) El) +) 


en posant 
IRO -A(i 1) +. 


On voit que si la fonetion homogene //(x,y) n’admet pas en y=0) 
un zero d’ordre 2% au moins, la fonetion //,(t) aura un infini pour =—1, 
c’est-a-dire sur le cerele fondamental et la convergence ne pourra avoir lieu. 

les conditions necessaires et suffisantes de la convergence sont done: 

1’ que le nombre 4 soit un entier plus grand que 1; 

2" que la fonetion //(x, y) ne puisse devenir infinie quand le rapport 
j est reel; 

3’ quelle admette un zero d’ordre 24 pour y=0. 

Nous avons ainsi une nouvelle forme plus generale pour representer 
les invariants arithmetiques, mais si nous revenons aux fonctions <>, definies 
par l’&quation (1.) une nouvelle question se pose. La fonetion thetafuchsienne 
P,(a,1) peut-elle &tre representee par une serie thetafuchsienne ? 

Nous savons que dans le cas ol le polygone gen@rateur A}, est tout 
entier A linterieur du cerele fondamental et n’a aucun sommet sur ce cercle, 
toute fonetion thetafuchsienne peut &tre repr&sentee par une serie thetafuchsienne 


pourvu que %>2 (loco eitato, page 246). Mais il n’en est pas toujours de 





AED REISE TNET RR. 


Rn 
2 
be 
3 

E 





m 


ul 


Rh 


(0) 


Ü 


D 


16 


li 
e 


GC 


N 


pP 





= 
ne 
% 
r 
* 
3 
& 
* 
2 








Poincare, sur les Invariants Arithmetiques. 03 


meme quand le polygone generateur a un sommet sur le cercle fondamental. 
Il y a alors une condition a remplir (ef. loco eit. pages 215 et 275). Sie, est 
un sommet situe sur ce cerele, et 9,(f) une serie thetafuchsienne, on devra avoir 


lım (f rn a) I, (N) == 0). (pour t=a,) 
Revenons A l’E&quation (3”°) et faisons 


= yo); 1. 


()n devra avoir 


lim I)=V. (pouı % ) 
Si done $, etait repr&sentable par une serie thetafuchsienne, on devrait avoir 
lim #,(z, D)= lim F =0. (pour :=«) 
(mz+ n)* 
Or on a evidemment 
e | i » 
lim as” 2 lim 2 zZ 0. 


Done les #, ne peuvent &tre mis sous la forme de series thetafuchsiennes,. 

Mais A un certain point de vue les series $, peuvent etre regardees 
comme une degenerescence des series thetafuchsiennes. 

Soit en effet $ une «uantit@ queleconque, non reelle, et envisageons 
la serie thetafuchsienne 

. | 
IDEE + Eger 

Si nous faisions tendre & vers zero, nous aurions A la limite dans 
la serie en question, une infinite de termes qui deviendraient egaux entre 
eux, ce qui suffit pour montrer que la serie ne saurait @tre uniformement 
convergente. 

Groupons les termes de la serie convenablement, c’est-A-dire en 
reunissant ceux de ces termes qui deviendraient egaux entre eux A la limite. 
On les deduit du 1” d’entre eux en changeant y et d en 


y+me, d+mPß 


n etant un entier quelconque positif ou negatif. Le terme general en question 
peut alors s’Eerire: 


1 
Ka+)i—mi)—E(yz+ 9] 


94 Poincare, sur les Invariants Arithmetiques. 


Nous sommes ainsi eonduits A sommer la serie 


> 1 
(a+ bm)* 
ou a et b sont des constantes et ot l’on donne A m toutes les valeurs entieres 
depuis — oo jusqw’a +00. La sommation est aisee; on sait en effet que 
lon a 
Teotg x — 7 cotg ya = >( B, IR. ) 
en re tm y-tm 
d’ou 
+ | —] / Y (2) 
> i — hy vo ! { 
. (a+bm)* /, ?k (24 1)! F, /, 
en designant par F,(x) la derivee (2% — 1") de n cotg un. 


Dans cette formule il faut faire 


a=(ar+P)—-F(yz+0), b=—-£(ez+P) 

d’ou 
Me yz+0d 
Ze 7 3 


Or si nous supposons w tr&s grand, et par exemple de partie ima- 
ginaire positive, on aura sensiblement 


(-1)(2k-1D)! Ka)= Aeim, 


A, etant une constante ne dependant que de A; si done & est tres petit et 
que sa partie imaginaire soit positive; on aura 


mt % | Er N gin yı+od 


93 ur Se A 
M——T. (ae: +A) (1— mE) —E(yz + 06)]* k ER (az + 5)% 
d’ou 
5 1 Bin 
£2k z pr e ö 

Ss (a2 +) 


() (2, 5) - A, 


La sommation est etendue A tous les systemes d’entiers @ et , premiers 
entre eux.  Etant donnes deux entiers « et ? premiers entre eux, on peut en 
effet toujours en deduire deux autres entiers y et Ö tels que ad —Py=1; 


le probleme comporte m@me une infinitE de solutions, mais qui toutes con- 
u yı+l 


u . . “in ——— 
duisent A la m&me valeur de l’exponentielle e “+?, 
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Nous sommes done conduits A un nouveau type d’invariants arith- 
metiques representes par la serie: 
ya+db 


] ?in 
) aa, Ab 


> 
4.) - (nat pbyK 


. . a . 
La ceonvergence de cette serie est Evidente si le rapport „ a sa partie 


‚a4 Öl 
ya-+ob 2 


imaginaire positive, il en est alors encore de m@me du rapport \ rl 


sorte que l’exponentielle 


5 -a+dh 
tin‘ 


- fe] 
hr aa+ fh 
(D.) e I 


est plus petite que 1 en valeur absolue. 
° . a . “ - . , . 
Si au contraire le rapport „ & $a partie Imaginaire negative, cette 
Ä 
exponentielle a son module plus grand que 1; mais il est limit@; car parmi 
les etpressions en nombre infini 
ya+ob 
aa Ab 
il y en a une dont la partie imaginaire est plus grande en valeur absolue 
jue pour toutes les autres. La serie converge done encore. 
Si 5 tend vers zero de telle facon que sa partie imaginaire soit 
negative, il faut remplacer l’exponentielle (5.) par l’exponentielle 


3... ra + 6b 
-ın 
aat Fb 


’ 


mais la serie reste encore convergente., 
Posons maintenant 
1 


5 


 (a—EYy) (a8, Y)..-(a— Ex y) 


I (x, y) 
et 
la,ı)= ZH (aa+pb, ya+ob). 


[Y ® , ’ . . s . 
SI nous decomposons la fonetion rationnelle // (x, y) en @l&ments simples, 


nous pouvons Ecrire 
|, 212% 


H@,y)== y’ 


les A, &tant des eonstantes. Je puis &erire ensuite 
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| un (aa + Bb)1=** 
O(a,b)= E32 X; + Yım | 


ou 


N,=(ea+Ppb)-$(ya+db); Y,;=—$8(wa+Ppb). 


Le premier signe £ se rapporte & liindice :; le second au nombre 
entier m; le troisieme & tous les systemes d’entiers «, ? premiers entre eux. 

Si nous effeetuons d’abord les deux premieres sommations, nous 
trouUVvons 


‚nd; X; Ä 
» < ı ‘ .) 1—?k 
(6.) Sy cotg ıı y. (aa+ ph)", 
y . . e 13 X; $) X; 
Faisons tendre les 5; vers zero;  tendra vers I’; et cotg n . 


tendra vers +/—1 ou —V—1 suivant le signe de la partie imaginaire de 
Y; 
de sorte que l’expression (6.) aura pour valeur asymptotique 


ou ce qui revient au m&@me, suivant celui de la partie imaginaire de 5; 


. 4A; &; 1 
—aV-12- & (aa+ Pb)” 


ou 8, est egal A +1 oun& —1, suivant le signe de la partie imaginaire de S;. 


Si les parties imaginaires etaient toutes de m&me signe, le coäfficient 


_. 4; &j . . 
= — se reduirait A 


sı 


4; 


7 
si 


+= 


et par consequent A zero. Nous supposerons done que les parties imaginaires 
des 5; ne sont pas toutes de m&me signe; et nous poserons 


‚4; 
zRr 228, 


Il vient alors 
1 


lim 9 (a, b)=—aV-1Br (aa + Bb)% 


La sommation s’etend & tous les entiers @ et 7 premiers entre eux, mais il 
est clair que l’expression 
> 1 
(wa +pb)" 


ot « et $ sont premiers entre eux, ne differe de la m&me expression ol 














Poincare, sur les Invartants Arithmetiques. 


«e et P sont des entiers quelconques, que par le facteur constant I 2 
m prend toutes les valeurs entieres positives. 

Ainsi se trouvent rattaches les invariants arithmetiques de la forme 
(1.) et aussi ceux de la forme (4.) a ceux de la forme (2.) ou (2".) qui 
s’expriment direetement par une serie thetafuchsienne. 

L’uniformite de la eonvergence de ces series s’etablirait aisement, ce 
qui permettrait de se rendre mieux compte de la facon dont ces series 
peuvent s’exprimer en fonetions de 9, et de 9,, ou ce qui revient au m&eme 
de la fonetion fuchsienne: 


et de sa derivee. 
Prenons d’abord les fonetions thetafuchsiennes les plus simples, en 
supposant 4—=2. Hilles seront de la forme: 
m dx ’ P(x 
(7, (5 u 
dz ala — 1) (x) 
ot le degre de (x) depasse d’une unite au moins celui de 7’). Soient 
d’ailleurs qg et p ces deux degr&s de telle sorte que 


ıo>p+l. 


Soient de plus 2,,.,...x, les zeros de Q(x); et 2,2,,...2, les valeurs 
correspondantes de z. Notre fonetion (7.) pourra s’exprimer par une serie 


thetafuchsienne de la forme (2.) ou k=2 et olı 


> 1@ 
7 DS Ge)... ) eh)... e=t 


OU 21,224... 2, sont les quantites definies plus haut et dont la partie ima- 
ginaire est positive, tandis que /,, %,... /, ont leur partie imaginaire negative. 
(Quant A //(z), c'est un polynöme de degre 9+7—4. Nous prendrons pour 


plus de simplieite: 
go=l, r=3, p 0; yrr—4=0 
de sorte que P(.x) et //(z) se reduisent A des econstantes. Faisons maintenant 


tendre simultanement ,,4,%,{, vers zero de telle facon que .r, tende vers 
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l’oo. Alors & un facteur constant pres, la serie thetafuchsienne tend vers 
une serie de la forme (1.) et la fonction (7.) vers 


eo] ] 
dz (2 —1)' 
Si nous supposons au contraire: 


g=4, r=0, p=3, g+r—-4=0 


tous les pöles de //(z,1) ont leurs parties imaginaires positives et quand 
les >, tendront simultanement vers zero, la serie thetafuchsienne tendra A 


l 


un facteur constant pres vers une serie de la forme (4.) et la fonction 


(7.) vers 
2 
u (2 —1)’ 


P, etant un polynöme du 3° degre. 
Supposons enfin: 


a=d, ra, g+r—4=0, Pr<d. 


L’inegalite p<O signifie que le polynöme /’(«) doit &tre identiquement nul. 
lei tous les pöles de //(z) ont leur partie imaginaire negative, de sorte 
qu’& la limite la serie thetafuchsienne devra se reduire A une serie de la 
forme (4.). I! ya done de ces series de la forme (4.) qui sont identiqguement nulles. 

D’autre part, en developpant les considerations qui precedent, on 
pourrait trouver entre les series de la forme (4.) et (1.) diverses relations 
d’ou Von pourrait sans doute deduire des theor&mes d’Arithmetique. 

Il va sans dire que toutes ces series qui definissent les invariants 
arithmetiques n’auraient aucune signification si le rapport z etait reel. Elles 
n’en auraient pas non plus si % (dans la formule 1) n’etait pas un entier 
pair; si & etait un entier impair, <>, serait identiquement nul. Si % n’etait 
pas entier, chacun des termes de la serie <>, ne serait pas entierement 
determine et il n’y a pas moyen de choisir leur determination de facon A 
conserver A la serie toutes ses proprietes essentielles. 

Il faudrait donner un moyen d’exprimer toutes ces series A llaide de 
9 et de 9, (ou de x et de =). C'est la un probleme sur lequel je suis 
revenu & diverses reprises dans mon memoire sur les fonctions fuchsiennes 
sans pouvoir en donner une solution complete et satisfaisante. Je me bornerai 
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air 
A 


a 


encore ici & developper certaines considerations qui sont de nature ä jeter 
quelque lumiere sur ce probl&me, et qui en möme temps nous fournissent 
une generalisation inattendue de la theorie des integrales abeliennes de 1" 
et de 2" espece. Üe sera l’objet du paragraphe suivant. 


S 3. Relations ADEeC les fonchons fuchsiennes. 


kappelons d’abord quelques-uns des resultats de mon memoire sur 
les fonetions fuchsiennes (Acta Mathematica tome 1). 


Outre les series thetafuchsiennes, j’ai eu A considerer certaines fonetions 
que jai appelees -/(z) (loco eit. p. 238). Ues fonctions sont de la forme 


LAN con II —a;)#: 
2 . 
\/ dz ) 

I“ 


Dans cette formule «=/(z) represente une fonetion fuchsienne de :; les 
nombres A et u, 


q 


suivante: 


sont entiers; (4 est un polynöme entier en .. Les «, sont 
les points singuliers de lequation differentielle qui definit la fonetion 
fuchsienne, c’est-a-dire les valeurs que prend la fonetion /(2) aux sommets 
du polygone generateur du groupe fuchsien. Les entiers / et «, ainsi que 
le degr& du polynöme ( sont assujettis A certaines inegalites. 

Dans le cas partieulier qui nous oceupe, il ny a que trois points 
singuliers «, et nous pouvons supposer que ce sont O,1,x; le polygone 
Senerateur se decompose en deux triangles ayant pour angles 0 (pour z=x), 
3 (pour 2=0), 5 (pour @=1). Si nous prenons alors {= 1 pour nous borner 


au cas le plus simple, nous aurons 


x, etant une constante quelconque. 


Si nous prenons un / queleonque, nous aurons 


dz\t Aacr— 1) „, 
(1) 49-5)" Ha Ko 


(f J 


(x) &tant un polynöme de degr& » et les nombres entiers A,A, et » etant 
determines eomme il suit: 






ar Pe 
EYE SERIEN EBEN Se: 57 7 Rz ER AERO 1 
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si h=6n+1, A=3n+1l, 4,=4n+1l, p=en+l1 
siih=6n+2, A=3n+1, ,=4n+2, p=n+l1 
si h=6bn+43, A=3n+2, =4n+2, p=n+l 
siih=6n+4, A=3n+2, „=4n+3, p=n+1 
si h=6n+9, A=dn+3, „=4n+4, p=n+2 
si h=6n+46, A=3n+3, A=4n+4, p=n+l. 





Quant A Ara) e’est une fonction rationnelle de x ot le denominateur est de 
degre au moins &egal au numerateur et ol le denominateur ne contient pas 
de facteur © ou x —1. 

Considerons maintenant les fonctions thetafuchsiennes de 1" espece, 
cest-a-dire celles qui restent toujours finies. Elles sont de la forme: 


r a dat! F(x) 
(3.) 99)=(.) Au 


ot FC) est un polynöme de degre p— 2 et oü les entiers A, 4, et p ont 
des valeurs eonformes au tableau (2.) 

On voit que pour A=1,2,3,4,6 il n’y a pas de fonetion theta- 
fuchsienne de 1" espece et que ces fonetions apparaissent pour la 1° 
fois pour h=5. 

Si nous considerons la formule (1.), nous voyons que la fonction 
A(2) a p+g infinis, q etant le degre du denominateur de Ara); que quand 
ces infinis sont regardes comme donnes, le nombre maximum des parametres 
arbitraires contenus dans ./(z) est egal A g-+1, c’est-A-dire au nombre 
des coeffieients du nume£rateur de A). 

Entre les p+9g residus de ./(z), il va done p—1 relations lin&aires. 
’autre part, V’examen de la formule (3.) nous montre quil ya p—1 
fonetions thetafuchsiennes de 1" espece. Ft comme les nombres entiers 
h,3,4,,p ont m@me valeur dans les formules (1.) et (3.), nous devons 
eonelure que le nombre des relations entre les residus de (2) est Egal au 
nombre des fonetions thetafuchsiennes de 1" espece. 

C'est la une propriet@ qui n’est pas speciale aux fonctions modulaires 
et qui est vraie d’une fonetion fuchsienne quelconque (ef. loco eit. page 266). 
Bornons-nous par exemple aux fonetions fuchsiennes qui n’existent qwä 
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l’interieur du cerle fondamental, et soit ./(z) une fonction de la forme 
dx h . 
X, 
(52) 


x et X etant deux fonetions fuchsiennes; de telle sorte que ./(z) satisfasse 
ı la condition: 


ACH) = (y2 4 0)"Ale). 


Yz+o6 d 


Supposons que cette fonetion ./(z) ait des infinis donnes, differents des 
sommets du polygone generateur. I! y aura entre les resıdus de cette fonchion 


eantant de relations lineaires gu dl '/ d de fonctions thetafuchsu INES di j” espect 


dasıt! „ 
A. 
(Z) 


Et comme on demontre d’autre part que le nombre de ces relations 


de la forme 


.. 


lineaires est egal au nombre des series thetafuchsiennes, e'est ainsi que j’ai 
demontre dans le m&movire eite que toute fonetion thetafuchsienne de 1" espece 
est representable par une serie thetafuchsienne, ce quil aurait et& tres 
diffieile d’etablir par une autre voie. 

Quoi qu'il en soit, ces resultats vont &tre notre point de depart. Uon- 
siderons une fonetion 1 satisfaisant A la definition preeedente, nous remar- 
juerons que sa derivee d’ordre 2%h+ | 


est une fonetion thetafuchsienne (ef. loco eit. page 247). Soit alors 
‚da? a>r34 ‚(day t! 
male), Sie" 
dz dat! dz 

A et F etant des fonetions fuchsiennes, e’est-A-dire des fonctions rationnelles 
de .x dans le cas particeulier des fonctions modulaires et des fonetions fuchsiennes 
de genre zero, ou des fonetions rationnelles de x et de y dans le cas general 
des fonctions fuchsiennes de genre queleonque, qui s’expriment comme on 
le sait, A l’aide de deux d’entre elles, x et y lies par une relation algebrique. 
On voit que F est une expression lineaire par rapport ä X et ü ses 


20 n d X dA’X 
derivees 


Ip’ Jay, (omment former cette expression; egalons-la A zero. 
dit ax ö 
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L’equation 
=. 
sera une equation differentielle lineaire en A, quelle en sera la signification? Soit 
| d’v 
&) Tr rg, y) 


l’equation lineaire du 2° ordre qui a donne naissance au syst&me de fonctions 
fuchsiennes considere. Elle admet comme integrales 


1/dx ld 
Z ei | * 
Fr dz 
Eh bien, l’equation Y=0 admettra comme integrales: 


A 


Ar 


de sorte qu’on l’obtiendra en formant l’equation lineaire A laquelle satisfont 
les puissances 2h” des integrales de l’equation (4.). 

Et en effet, si oubliant un instant la signification de la fonetion A, 
nous cherchons & integrer l’equation F=0, nous trouvons d’abord que la 
derivee 2h+1° de A est nulle, par consequent que -/ est un polynöme de 
degre 2h en z, et X un pareil polynöme multiplie par (47). 


Cela pose, envisageons une fonetion thetafuchsienne queleonque 9; 
integrons-la 2% +1 fois par rapport A z, et soit J/(z) le resultat de cette 
integration de telle sorte que 


dert] 
dz'rı (2) E 


Soit 
‚(dae\* zfdaxt! 
MaA =) 92) (1) ; 
NnOUS AUrONns 


nf, 


Y etant form& avec X comme nous l’avons dit plus haut, tandis que Z est 
une fonetion fuchsienne, e’est-A-dire une fonetion rationnelle de x et y que 
nous regardons comme donnee. Comme nous savons integrer l’e&quation 


lineaire sans second membre F=0, nous saurons integrer l’&quation A 
2“ membre Y=Z, 
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Quelles sont maintenant les proprietes fondamentales de la fonetion 
M(z). Pour cela reprenons l’equation Y=Z, et la surface de KRıemann 
relative a la relation algebrique entre x et y. De&erivons sur cette surface 
un eyele ferme, ou un contour ferm& enveloppant certains points singuliers, 
x,y et Z reviendront & leur valeur primitive, > subira une des substitutions 
du groupe fuchsien et se changera en 
‚, az+P 
ae yz+ö 
Ainsi la nouvelle comme l’ancienne determination de X satisferont A 
une m&@me &quation Y=Z, de sorte que la difference de ces deux deter- 
minations devra satisfaire a !=0, c’est-A-dire se r@duire A un polynöme 


. .r da h .., . 
en = multiplie par (7) : jeeris: 
(i< 


X'=-X+()P, 


X etant la nouvelle determination de X, et /’ un polynöme de degr& 2h en z. 
Or nous avons 


No=x), net) nr rl)" (de) 


ED er ge 


d’ot enfin: 


M an)» MAYEN" +lyz+ Id)” 


Il vaudra mieux dans ces conditions, mettre la relation sous la forme 
homogene, en mettant & profit Videe de M. Alein. Soit F(z) une fonetion 
de = et eonvenons de poser: 


F(&@ 1 N k 

F(&, nn Fr"), 
ou k est egal A 0, si F(z) est une fonction fuchsienne, A 2h, si F(z) est 
la fonetion M(2) ou A(z) et A —2h—2, si F(z) est la fonetion 9(?). 
Dans ces conditions on a, pour une substitution queleonque du groupe 
fuchsien 


Ala5+Pn, ySs+dN)=A(,n), 
(5.) O(as+Pn, yS+ln)=O($,n), 
MlaS+Pn, yEe+ln)=M($,n)+P(&,n), 


P(£,n) &tant un polynöme homogene de degr@ 2h en & et 





f [ 
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Et c’est ieci que commence & apparaitre l’analogie que j’avais en 
vue avec la theorie des integrales abeliennes. Les fonctions 9, ou plutöt 
les fonctions rationnelles Z qui en dependent, joueront le röle des expressions 
algebriques A integrer, les fonetions J/ joueront le röle des integrales 
abeliennes elles-memes; enfin les polynömes /’ joueront celui des pe£riodes. 

Pour justifier cette assimilation, il suffit de montrer que la theorie 
des integrales abeliennes rentre comme cas partieulier dans la theorie generale 
que je viens d’esquisser. ÜÖonsiderons, en effet, le cas oü le polygone 
generateur du groupe fuchsien se reduit A un polygone de 4p eötes dont 
les cötes opposes sont conjugues et dont la somme des angles est Egale A 
2 droits. Supposons de plus A=0; nous aurons alors affaire ä des fonctions 
thetafuchsiennes incapables d’etre representees par des series thetafuchsiennes, 
puisque ces series ne peuvent converger que si A-+1 est au moins egal A 2. 
Mais cela ne fait rien. 


On a alors simplement 
M(:)= [ K)dı= [ Kaw. 


Comme Z est une fonetion rationnelle de x et de y, on voit que .J/ est 
simplement une integrale abelienne. 

Revenons au cas de "> 0; nous distinguerons parmi les fonctions J/(2): 

1‘. Celles qui ne deviennent jamais infinies; ce seront les integrales de 
["* espece. On les obtiendra en partant des fonetions thetafuchsiennes de 
1" espece. 

Le nombre des integrales de 1” espece independantes (c’est-A-dire 
dont une eombinaison lineaire ne se r@duit pas A un polynöme /(&,,) de 
degre 24) est Evidemment Egal au nombre des fonctions thetafuchsiennes de 
1" espece, e’est-A-dire (vide supra) A p—1. 

2", Celles qui deviennent infinies, mais n’ont d’autre singularite que 
des pöles. (Ce sont les integrales de 2° espece, 

Combien y a-t-il d’integrales de 2° espece independantes (e’est-A-dire 
dont une combinaison lineaire ne se r@duit pas a une foncetion ./(z) plus une 
integrale de premiere espece.)? 

Considerons celles qui admettent y infinis donnes, ou quelques-uns de 
ces infinis. S’il yen a plus de p—1, on pourra trouver une combinaison 
lincaire de ces integrales dont les residus satisfassent A p—1 relations 
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lingaires queleonques. Soit ('(z) cette combinaison. Par exemple on peut 
prendre les »—1 relations auxquelles doivent satisfaire les residus d’une 
fonetion A(z). Alors les residus de lintegrale ((z) sont egaux a ceux 
d’une fonetion A(z) et la difference C(2) — A(z) ne devenant plus infinie est 
une integrale de 1"" espece. 

Le nombre des integrales independantes est done au plus egal a p—1. 

La forme de ce raisonnement suppose que tous les infinis sont simples, 
mais il serait aise de l’etendre aux infinis multiples. 

Considerons maintenant la fonction 


l 1 


uf, En 2h+2 
aa-rD y“a Öö) 


DD (2, a) = 


> 


ya-+o 


(ef. loco eitato page 242). est une integrale de 2° espece, et m@me elle 
peut &tre consideree comme liintegrale de 2° espece el&mentaire. (est de 
plus une fonetion thetafuchsienne de «a. 

Considerons p—1 de ces fonetions 


$b(z,), b(z,a),...Pb(z,a 
en choisissant @,, @, ... «,_, dune maniere queleonque. Si ces p —1 fonetions 


n’etaient pas distinetes, on pourrait trouver p—1 nombres A,, A,, ... .1,_, 
tels que la combinaison 


se reduise A une fonetion ./ (z) plus une integrale de 1" espece. Ü'est-a-dire 
qu’on pourrait trouver une fonetion ./(z) qui admette seulement les infinis 


vr, 
dl, (d,, (dl ii 
avec les residus 
REN E 


Mais les residus d'une fonetion ./ (2) sont assujettis A »—1 relations 
lineaires distinetes auxquelles les A, devraient satisfaire, ce qui ne serait 
possible (puisque le nombre des relations lineaires distinctes est egal A eelui 
des A4,) que si tous ces nombres ., etaient nuls. 

Done les fonetions 2 (2, «,) sont independantes,. 

Done le nombre des integral: S ındep: ndante s est au moıns egal ı p—1. 
En resume, 
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Le nombre des integrales independantes de 2% espece est egal a celw 
des integrales independantes de 1° espece. 

ltudions maintenant les periodes et prenons d’abord celles qui se 
rapportent & une substitution lineaire elliptique 


z+P 
(z, SE 


lyerivons eette substitution sous la forme: 


De „Az+u 
02+0? 02+07' 


7 etant une racine 24” de l’unite. 
Posons 


H(iS+un, eg+0on)=M($,n); QAS+un, 0e5+0n)=P($,n). 
L’equation 
M(us+Bn, yE+m)= ME n)+ Pl, 1) 
pourra s’eerire 
Hejas+ jun, JeSs+Jon)=Hlis+ un, 0o5+07)+Q(AS+un, oS+on). 
On a done 


His, )=HC,M)+RC,n). 


De cette Equation, nous pouvons en deduire plusieurs autres en changeant 


k-1lE 2 ok 


e | 5 .’ ı | 3 
Ber) SET NT Dur 


HN) FHGSTN) HRG m, 


we. 


sen Js, J 


FERRER UNE I. a a 
HEHE. 
Mais comme 7 est une racine 24“ de l'unite, on a 


H (55,7 *n) =H (+$, +n) =H (5, 7) 


4. et par consequent 
Q (£, ,) ' ) (je, j'n) ++. + () (FE —ı 7)= 0 


ce qui signifie que dans le polynöme ( tous les termes oü la difference des 
exposants de $ et de n est nulle ou un multiple de 2% doivent @tre nuls. 
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Le nombre des coä@ffieients distinets du polynöme @ (ou ce qui revient 
au m&me du polynöme P), est egal A 2», & &tant le plus petit nombre 
entier satisfaisant & liinegalite 


o>h(1- 2 


Dans le cas des fonetions modulaires nous n’aurons A envisager que deux 


A er x . . l 
polynömes /’, le 1" correspondant a la substitution (z, _ -) pour laquelle 


au z—1 b 
k=2, et le 2° & la substitution (z, - ) pour laquelleonak=3. Pour le 
1” © sera egal au nombre 7 du tableau (2.); pour le 2° au nombre A,, de ce 
m@me tableau, de sorte que le nombre des coäfficients arbitraires serait 


24 +2). 


Mais nous pouvons ajouter & l’iintegrale ./ (2) un polynöme entier queleonque 
en z d’ordre 2h, sans que sa derivee d’ordre 2h+1 cesse d’etre Egale A 
(2). Ce polynöme contient 27h -+ 1 coeffieients arbitraires, Nous pourrons 
done ajouter & J/(z) un polynöme choisi de facon A annuler 24 +1 des 
coe@fficients arbitraires des periodes. Pour quil en füt autrement, il faudrait 
qu'il existät un polynöme entier en > dont toutes les periodes fussent nulles, 
c’est-A-dire qui füt Egal A une fonetion „/(2). Or il n’y en a pas (sauf 
le cas de A—=0, que nous exeluons). 
Ce m’est pas tout; soient P($,7), @(£,r) les periodes relatives aux 

deux substitutions elliptiques envisagees plus haut, de sorte que 

M(-n,)=M(E,n)+P(g, ), 

MG&-n1,9)=M(E,)+QR(E,n). 
Si nous faisons ©=0, il vient 

M(—-n,0)= M(0,1)+P(0,), 

M(—n,0)=M(0,,)+Q(0, ) 
doü enfin 

\ / \ 
PO, n)= AU, 1)» 

Cette condition &tant distinete des preeedentes, ainsi qwil est aise de en 
assurer, il nous reste 

24+24,— (2h+1)—-1=2p—2 


co@ffieients arbitraires. 
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Le nombre des co@fficients arbitraires est done au plus 2» —2. 

Il ne peut pas non plus tre inferieur. Car s’il l’etait, on ne pourrait 
trouver 2» — 2 integrales de 1" et de 2" espece lineairement independantes. 
Car si nous prenons 2p—2 integrales J/(z) queleonques, nous pourrions 
en former une combinaison lineaire et choisir les coöffieients de cette com- 
binaison de telle sorte que toutes ses periodes soient nulles, e’est-A-dire quelle 
se reduise a une fonetion .1(2). 

Or nous savons quil existe pr&eisement 2p — 2 integrales independantes 
de 1" et de 2“ espece. 

Done en resume: 


Le nombre des coeffrerents arbitrares des perrodes est double de celu 


des integrales de 1° espece. 

Ce theoreme est d’ailleurs general. 

On peut trouver d’autres analogies avec la theorie des integrales 
abeliennes, ainsi la possibilit€E de decomposer en integrales simples de 
2" espece les fonetions ./(z) qui jouent ici le röle des fonetions rationnelles 
Rx, y) dans l’etude des integrales abeliennes. D’autre part, les relations 
entre les residus des fonetions -/(2) correspondent au theoreme de Zte- 
mann-Roch. 

Enfin $(z, a) est une integrale de 2° espece par rapport A 2, et c’est 
en m&me temps une fonetion thetafuchsienne de a; il y a la une sorte de 
r&eiproeite qui n’est pas sans analogie avec la Vertauschung von Parameter 
und Argument de (lebsch et Gordan. 

Mais revenons au probleme qui nous avait servi de point de depart. 
Il s’agissait de ramener les fonetions thetafuchsiennes A la forme de series 
thetafuchsiennes, ou si l’on prefere, de chercher la condition necessaire et 
suffisante de l’identit€E de deux expressions thetafuchsiennes, mises soit sous 
la forme de series thetafuchsiennes, soit sous la forme des series (1.) et (4.) 

; ' d.ı\rt! 
du paragraphe precedent, soit sous la forme du produit de (72) par une 
fonetion rationnelle de x et de y. 
Nous pouvons maintenant @noncer ces conditions. Il faut et il suffit: 


1’ Que les infinis soient les m@mes avec les m&@mes residus. 
2’ Que les periodes soient les me&mes. 


Encore ces conditions ne sont-elles pas distinetes; il suffit que p—1 


des eoäfficients arbitraires des periodes (sur 2p —2) soient les m&mes. 
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S.4. Invarıants des Formes (Quadratiques Definies 


Apres avoir envisage les invariants arithmetiques d’une forme lindaire 
isolee, nous sommes conduits a etudier ceux de deux formes lindaires simultandes, 
d’ot il est aise de deduire ceux d’ane forme quadratique. 

Soient ax-+by et a'w+b'y deux formes lineaires simultandes, nous 
cherchons les fonetions des 4 eoäffieients «,b,«', b' qui demeurent inalterdes 
quand les deux formes subissent une meme substitution lineaire a coöffieients 
entiers. 

Si Jıs Ja; J, sont des invariants de la forme ar+by regardde 
eomme isolee, Si 71, Ja... /, sont des invariants de la forme isolde «'r+ by, 
il est elair d’abord que toute fonetion uniforme des 7, et des J est un in- 
variant des deux formes simultandes. 

Mais tous les invariants de ces deux formes ne peuvent pas s’obtenir 
ainsi; ceux quon peut definir de la sorte, ne sont pas alterds, non seulement 
quand les deux formes subissent une meme substitution, mais encore quand 
elles subissent deux substitutions differentes. Ce ne sont done que des in- 
variants tres particuliers et qui ne presentent pas d’interet special, puisquils 
se ramenent immediatement & ceux «ue nous venons d’etudier. 


Il est aise d’en obtenir d’autres: soient: 


F=(ax+by)+& (act by), F&=(ax+ by)+S(a'w + by). 


F ——— (ax == by) 1 S a A m y) 
p eombinaisons lin&aires de nos deux formes; les lettres &,. S,. ... S, repr@sentent 


p eo@ffieients constants quelconques. Soit J, un invariant de F,, j, un in- 
variant de F,,... , un invariant de F,. Toute fonetion uniforme de 


Js Js), Sera encore un invariant de nos deux formes. 


Considerons maintenant la forme quadratique 
(aw + b y) (ax + b'y) — aa = (a b' = ha’ CU — Ü hy‘ 


qui est le produit de nos deux formes lineaires.. Toute fonction de 
aa, ab’+ba', bb’ qui sera un invariant arithmetique de nos deux formes 
lineaires, sera un invariant de la forme quadratique; et la r&eiproque est 
d’ailleurs vraie. 

D’apres ce que nous avons dit des invariants des formes lineaires, 
Nous sommes conduits A envisager specialement les invariants des deux 
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formes lineaires qui dependent seulement des rapports 


a a ’ 


„eh ya: 
c’est-a-dire les fonctions F(z, 2’) telles que 
(1) Her Eure 
yz+0'’ ye+6 ' 

Ü’est ainsi que parmi les invariants d’une seule forme lineaire, nous 
avons distingue les fonctions fuchsiennes F(z), tandis que les autres se 
ramenent aux fonctions thetafuchsiennes. 

Parmi les fonetions F(z, 2’) qui jouissent de la propriete pre&cedente, 
celles qui sont symetriques en 2 et 2’ sont des invariants de la furme 
quadratique. 

Si nous considerons les differentes substitutions lin&aires a co&fficients 


entiers, nous considererons que pour une infinite d’entre elles, les deux 
nombres 


az+? az’ +B 

yz+0d’ yz!+b6 
sont infiniment pres d’etre reels; ce qui nous montre d’abord que les points 
pours lesquels 2 et 2’ sont reels tous deux, seront des points singuliers de 
la fonetion F(z, 2’). Mais d’autre part, si z et’ sont deux nombres qui ne 
sont pas tous deux reels, il sera impossible de trouver une infinite de sub- 
stitutions telles que les deux &quations 
az+P 7 az’ +8 
yva+6’ " yz+bd 


VO 
Du — 


soient infiniment pres d’etre simultanement satisfaites. 

On pourrait done &tre tente de eroire quiil est possible de former des 
fonetions F(z,2') (ou plus generalement des invariants arithmetiques des 
deux formes simultanees ax+by et axc+b'y) qui n’admettent d’autres points 
singuliers que ceux pour lesquels 2 et ?! sont reels tous deux. Uela n’est 
pas possible; supposons en effet que 2 et 2’ soient lies par la relation 


2.) +1 -)+1=0; 
v/ ! v run l ER 12 U . .n 
alors F(2,.)=H (z, | ) sera fonetion uniforme de z seulement et comme 
A 


> et z’ en vertu de la relation (2.) ne peuvent &tre reels & la fois, la fonction 
F(z, 2’) n’aurait aueun point singulier essentiel, ce qui est impossible. 
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Nous avons bien des manieres de former des invariants arithmetiques; 
eonsiderons par exemple la serie 


\ u 
(3.) ZH) E = AlZE Tr 
analogue aux series thetafuchsiennes et oü la sommation est etendue A toutes 
les substitutions lineares du groupe. 

Oette serie ol //(z, 2’) repr&sente une fonction rationnelle de > et de 
2’ eonverge pourvu que: 

1’ Le nombre »n soit entier et positif. 

2’ La fonetion //(z,:') ne puisse devenir infinie ou indeterminde 
quand z et 2’ sont tous deux reels. 

3 Le produit // (z, 2’) 2" 2" tende vers une limite finie et deter- 
minee quand 2 et =’ eroissent indefiniment. 

Posons alors 


—?m '— Im a a ! N. 
I b H(5, ;)= H (a,b, a,b"); 
la serie (3.) pourra s’ecrire 
(3%) EH (aa +/pb, ya + ob, aa Pb, ya N) b") — () (a, h. dt. b\ 


et se presentera direetement sous la forme d’un invariant des deux formes 
lineaires. Si la fonetion //(z,:’) est symetrique en z et ?’, ce sera un 
invariant de la forme quadratique. Si l’on donne a la serie la forme (3"".) 
la condition de convergence est que // soit une fonetion rationnelle homogene 
de degre —2m tant par rapport A «a et a b que par rapport A «a et b’ et 


! 
d 


, . . da 
dont le denominateur ne puisse s’annuler quand les rapports „ prennent 
1 


h 
une m&me valeur reelle. 
Nous obtiendrons evidemment une autre forme d’invariants en envisageant 
les series 
j l 
(4.) > A 
(ya-+6b)(ya’-+ db’) 
ou y et Ö peuvent prendre tous les systömes de valeurs entieres possibles 
sauf le systeme y=Jd=0, et olı nous supposerons d’abord s entier (et 
dailleurs >1). Les invariants definis par les series (3’°.) ou (4. 
admettent comme points singuliers essentiels, non-seulement ceux ol z et: 
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sont r&eels Zous deux, mais ceux oü Zune seulement de ces deux quantites 
est reelle. Ils n’en admettent d’ailleurs pas d’autre. 

Soient maintenant 4 et «, 4 et «' quatre constantes quelconques, et 
reprenant la fonetion © definie par l’&quation (3°.), formons l’expression 


(3°) har ua, kb+ub, Wat+ua, Wb+ u'Nh) 


ce sera un invariant arithmetique des deux formes lineaires, mais non plus 
de la forme quadratique, ses points singuliers seront ceux pour lesquels 
’un des deux rapports 

lat ua Na+ ua 

Ab+ub' Wb+u'b' 


sera recel. Plus generalement soit Ala,b,«a,b") une fonction rationnelle 
quelconque homogene de degre —4m par rapport aux 4 variables «a,b, a’, b'. 
Formons la serie 


(5.) I’Hfea + Pb, ya+ Ob, ea + Pb, ya N) I)=09;,(a, b,a, b'). 


Si cette serie est convergente, ©, sera encore un invariant des deux 
formes lineaires. Soit Q(a,b,.a', 5) le denominateur de //; V’ensemble des 
points ou l'un des termes de la serie devient infini sera donne par les 
Euations 

(6.) Qlea+pb, ya+db, ad+ Pb, ya+db)—0. 
Mais ce dont nous devons surtout nous pr&oceuper, c’est de rechercher 
l’ensemble des points dans le voisinage desquels il y a une infinite d’&quations 
(6.) qui sont satisfaites. Ües points seront en effet les points singuliers 
essentiels de la fonetion 9,. 
Soit d’abord x, une quantit& commensurable queleonque. Posons 
e=1+ha, P=-ha, y=h, d=1l—-hz 
dou @d—Py=1; comme z, est commensurable on peut choisir kA d’une 
infinit@ de manieres de facon que «,/,y, 0 soient entiers, et on aura 
oa+ Pb=a+hz,la— zb), ya+db=b+h (a— 2,5), 
ed + Pb= a + hal" — ab), ya+db'=b'+h(a'— z,b') 


de sorte que quand / eroitra indefiniment, les rapports des quantites 


oa+pb, ya+db, aad+Ppb6, ya+db' 
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tendront vers ceux des quantites 
z,(a— 2b), (a— zb), z,(a— 2,6), (a - 2,6 ). 
Si done le point a, b,«', b' satisfait A l’&quation 
(7.) Alnla - zb), (ab), la — ab), (db) 0, 


il y aura dans le voisinage de ce point une infinite d’autres points olı des 
equations de la forme (6.), differentes pour tous ces points, seront satisfaites. 
Et cela sera vrai quand on donnera ä , une valeur commensurable et par 
consequent aussi une valeur reelle queleonque. 

Mais ce n’est pas tout; il est evident que si le point «,b, «a,b est un 
point singulier essentiel, il en sera de m@me de tous les points 


acdHt Pb, ya -+ Ob, a a’+ „ b\, ya )b' 


ou @,ß,y,0 sont des entiers tels que ed — #7 =1. Done les points a. b..«', b' 


jui satisferont a l’equation 
a4, 4,4, A) =0 
en posant 


A=(aa+pb)—z(ya+db), A=(ad+pb)— z,(ya'+ 4b) 


seront encore des points singuliers essentiels. Or quand x, prend toutes les 
valeurs reelles possibles, 
Hi B—2:,0 
Tas 
u 5 ı 


prend aussi toutes les valeurs reelles possible. Nous obtiendrons done 


« 


finalement les points singuliers essentiels & lV’aide de l’&quation 
Yaagt Aln,(a— zb), (a— 2,5), 2,(a — 0b’), (a - 2ub')) 0 


ou 2, et z, sont deux constantes r&elles queleonques. 
heeiproquement, si on eonsidere une suite indefinie de syst&mes de 
nombres entiers, @, ?,y,0, tels que @d—-Py=1, on voit que quand on 
Savancera indefiniment dans cette suite, les differences 
a Ba y aa+pflb) a aa+pl) 
y dö'P 6’ ya+db y’ya+db y 
tendent vers zero (j'exelus le cas olı Ö reste fini, cas oü il eonviendrait de 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 2. 15 


114 Poincare, sur les Invariants Arithmetiques. 


# 
24 
:$ 
= 
n 
* 
£ 
;; 


renverser tous les rapports pre&cedents). On deduit de la que si le point 
,,d,, @,, b, est infiniment voisin d’une infinite de transforme&s du point a, b, a’, b' 
on devra avoir: 


! ' 
a, b, a, b 


. 1) 
(a2) a—zb (a0) ade 


2, et 2, etant reels. 
On peut en conelure ensuite que si le point a,b,«', b' ne satisfait ni 
| ba, 
aux equations (6.), ni & lequation (7’",), on peut trouver une limite 
superieure de 
H (a,b, ad, DI)" b"=H, (a,b,a, b') 
(qui est une fonction rationnelle homogene de degre zero en «a,b,«', b’) ainsi 
que de toutes ses transformees: 
HM, (ea+pb, ya+db, ad+ Pb, ya+db)). 
D’ou il suit que la serie (d.) converge puisque la serie 
(8.) = (ya+dby" (ya+db)y*" 
est convergente. A vrai dire ce raisonnement semble supposer en outre 
a «a 
b’ b' 
serie (8.) ne convergerait pas, mais il serait aise de remplacer dans l’ex- 


que les rapports ne sont pas reels, puisque dans le cas contraire la 


pression de //, le facteur 5" 5" par 
(,b+ub)" (Hb+ uw b)” 
et de choisir les eonstantes A, u,A, u’ de telle facon que les rapports 
Jatua NWatua 
ıb+ub'’ Wb+tub 
ne soient pas reels et par consequent que la serie 
(SW) FR ya+db)+ulya+Id)) "Ta ya+db)+u(ya'+ HL)" 
converge. 

La nature des points singuliers resulte de la discussion qui pre&cede, 
Considerons l’espace & 8 dimensions ol les coordonnees sont les parties 
reelle et imaginaire de a,b,a' et 5’. Dans cet espace les points satisfaisant 
A une equation (6.) forment une variete & 6 dimensions, les points satis- 
faisant & une &quation (7’®,) ol 2, et z, sont reels, formeront en general 
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une varieteE a 8 dimensions. Done en general les points singuliers essentiels 
formeront des espaces lacunmmres. 

Cependant il peut se faire que le 1” membre de (7’".) puisse se 
mettre sous la forme: 


(2) A la— zb, (zb) —0. 


u (U) ’ ni 
Dans ce cas l’equation (7””,) peut se reduire A 


(" (a— z, h. de z, b") —=() 


a 


et ne contient plus qu’un parametre arbitraire rdel z,. Dans ce cas, les 
points qui y satisfont forment une variete a 7 dimensions; de sorte que si 
l’on regarde par exemple 5, «', 5’ comme donnds, les points singuliers essen- 
tiels dans le plan des « forment des lignes singulieres et non des espaces 
lacunaires. 

Dans le cas par exemple des invariants de la forme quadratique, 
/! et par consequent Q sont homogenes de m&me degre en «a et b d’une 
part, en « et b’ d’autre part (de degre k par exemple); le 1” membre de 
(7°) se r@duit alors A 


= u f MR \k /_' ie | I\k 
2, 1,2, 1) (ab) (2,0) 


et l’equation (7"",) s’eerit 


! l ! \] 
(a—2,b) (a — 2,b' =( 


ce qui montre que les points singuliers essentiels correspondent aux cas 
' 


Ad A 
„uU, 


reel, e’est-A-dire si le denominateur de // s’annule quand les deux rapports 
a 


b 
faite, de sorte que la serie ne converge jamais. 


ou sont reels. Dans le cas ou l’on a Q(z,,1, 2, 1)=0, 2, etant 


/ 


a m v : ie ) 
et „;, prennent une m&me valeur reelle, l’equation (7’*.) est toujours satis- 
) 


On est done conduit A partager l’espace en 4 regions d’apres le 
! 
I 


etde „‚. La serie (3°°.) represente des 


’ 


A 


b 
fonetions differentes dans ces 4 regions; observons que de ces 4 regions la 


signe de la partie imaginaire de 


plus interessante est celle ol l’une des parties imaginaires est positive et 
l'autre negative; quand en effet, les deux rapports sont imaginaires con- 


Jugues, la forme quadratique devient r&elle et definie. Ce que nous venons 
de dire s’applique A la serie (3); on obtient des resultats analogues pour 
la serie (3'",), 


15* 
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Soient 9,, 9, 9, 9, quatie series de la forme (3”"“.) le nombre m 
etant le m&me pour toutes les quatre. Existe-t-il en general entre elles une 
relation algebrique homogene 


(9.) E(0,, 0, &.@)=0? 


Ce serait la une generalisation. d’un theoreme connu sur les series 
thetafuchsiennes. Mais designons par A,, H,, /I,, H, les fonetions rationnelles 
qui engendrent respectivement ©,, 9, 9,, 9, et supposons que l’on ait 

H 


H' 
H =- \ _ x» HA,= ir ' 
(a—q,b) (a —q,b') ki (a—q,b) (a — 4,b') 
ou 7, et q, sont des constantes, ou //,, /, sont des fonetions rationnelles 
a a 


jui ne deviennent ni nulles, ni infinies pour ,=4q,, ‚‚—., tandis que /7, et I, 
) ) 


sont d’ailleurs queleonques; nous supposerons seulement qu’elles ne deviennent 


d da 


ni nulles, ni infinies pour , =, „=. 
Ordonnons la relation (9.) suivant les puissances de 9, et ©, et soit 
A, %% 


un des termes du developpement, A,, @tant un polynöme homogene en 9, 


uv 
et %,. Je distinguerai parmi ces termes ceux qui seront d’ordre maxımum. 
Un terme en 9% &% sera d’ordre maximum s’il n’existe pas de terme en 


! 


5% tel que W>u, vr >v, ou W>u, v>rv. 


Soit 
‚  aq,+PB ‚, @g,+ß$' 
( N = - { 2 - - - 
"Tyq+d Ze 
a,9,,7,03 @, P',y,0' sont des entiers tels que e&d—PAy=1, «d - Wy—=1, 
mais qui eorrespondent & deux substitutions lin&aires differentes,. 
Alors ©, et ©, deviennent infinis pour 
dl r a ' 
GER Er ei. 
et si l’on developpe 
+, br h° { 0, bir pm 
' 

r , e ’ (dl (1 ' M , > a 
qui ne dependent que des rapports, =2, „=2, si l’on les developpe, dis-je, 
suivant les puissances de 2—g, et !—g,, on trouve 

1m B, I, SR: B j 
U _+V, U u en PER A 


2—q, 2 —q, 
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V, et V, ne devenant pas infinis et D, et 5, representant des con- 
stantes analogues aux residus. 


Si nous developpons de m&me 


F (I, him iu O, hm au‘ Q; hm Be 4, m b'°") 


suivant les puissances de — q,, !—%, tous les termes du developpement 
devront &tre nuls. Or si 
co@ffieient de 


A, & est un terme d’ordre maximum, le 
| 
29, @—9,) 


u) 


sera A,,, en designant par A), ce que devient .1 


A quand on y fait 


a4, Del, a’ : 024 =]. 


Ray Bari. ' ” 
Done A, doit @tre nul; done le rapport „; doit etre le m&me quand on y fait 
4 
a aqg+Pp a’ a'q,+ß' 
Ze 77 Desne er 797} 


quels que soient les entiers @,,y,d, «',P',y,0'. Et comme g, et q, sont 


7; 
), ö m . 

queleonques, le rapport g Ne doit pas changer quand «a,b et a‘, 5’ subissent 
u 


des substitutions lineaires A coäfficients entiers, que ces substitutions sorent 


ıdentiques ou dıfferentes. 
Comme il n’en est pas ainsi, c’est que la relation (9.) ne peut 


exister et quWil ny Aa pas en general de relahon algebrıque entre les (), 


A l'aide des invariants obtenus par les series (3"“.) 


.), on peut en obtenir 


d’autres en les combinant par addition, soustraetion, multiplication et division. 
On peut egalement les combiner avec la fonction 


ab— ab 


qui est evidemment un invariant des deux formes lineaires et la raeine 
carree d’un invariant de la forme quadratique. 
D’autre part, si ./ est un invariant des deux formes lindaires, il en 
est de m@me des expressions 
as ‚dJ dJ dJ 


l ! l L/ i 
da + db’ da' E_ Ad’ 
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Dans le cas partieulier oü 
| 
H(2)= 
2 @-@—gN' 


x 


invariant 9 forme & l’aide de la serie (3’".) satisfait & une dquation diffe- 
rentielle remarquable, car 
‚do ‚do 
! h 
da 4 db 
est un des invariants de la forme lineaire unique @«x+ by, invariants etudids 
dans le $2. Plus generalement si 
1 
(z— q)" (2’— q)” 


la meme operation repetee m fois sur © conduit A un invariant de la forme 
lineaire unique aXc+ bu, 


H (2) 


\ 


Il est elair que si linvariant ./ est homogene d’ordre m en «a et Ö 


‚dJ ‚d.J ’ 
+b sera homogene d’ordre 
da db 


et d’ordre m’ en «' et 5’, Yinvariant a 
m—1 en «a et b et d’ordre m’ +1 en a’ et Ö, 

Soit maintenant -/ un invariant homogene d’ordre m en a et b et 
d’ordre m en a’ et b’, m et m’ etant positifs. Alors les derivees d’ordre m 
par rapport & a et a db seront homogenes d’ordre 0, de sorte qu’en vertu 
du theoreme des fonetions homogenes, on pourra poser 


dm+1 A 


d aP dbi+m—p 


= (— 5 bat" Mla,b,«, b") 


et on eonstate aisement que NM est encore un invariant arithmetique homogene 
d’ordre —(m+2) en a et b et d’ordre m’ en a’ et 5’. On posera de m&me 
de'+1 4 


da’ db+m'—p 


i (— 7 eh h'r a''tm-p N(a, b, a’. b") 


et on verrait que N est un invariant arithmetique homogene d’ordre — (m + 2) 
en a et b et d’ordre — (m’+2) en «a et db’. Cela est l’equivalent de la 
relation entre les fonetions / envisagees au $3 et les fonetions theta- 
fuchsiennes. On voit de combien de manieres on peut deduire de nouveaux 
invariants de ceux que l’on connait deja. 

On peut rattacher ces invarlants & certaines fonctions qui sont 
apparentees aux fonetions elliptiques. Üonsiderons en effet la serie double 


ZH(a—ma—nb, «—ma—nd))=F,,(x, x) 
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do: 
sin 
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ou m et n prennent toutes les valeurs entieres possibles, et olı // peut s’&erire: 


Bull 


apa? 


p et q €tant deux entiers positifs dont la somme est plus grande que 2. 
Si nous supposons d’abord 9=1, nous voyons que la fonction F,, satisfait 
a V’equation differentielle: 


d F\, d F, d F\, . -—-) 
zq’ pi + q' pi % h' pi > } 
dx da db (x — ma—n b)P ri 


dont le second membre est une fonetion elliptique, et sig est >1,ona 
simplement: 


d Dt ar , 
da! | (1 r 9) Ps a 


La difference 


l 
nz 


se reduit pour 2=x—=0 A lun de nos invariants, 
Observons encore que le produit 


F,( ’ x) 0" (X, (d, b) 0° (Fr, a, b') 


ou o(x,a,b) represente la fonction o de Wererstrass ayant pour periodes 
a et db, que ce produit, dis-je, reste fini pour toutes les valeurs des variables, 


aka a’ ; = 
(sauf bien entendu quand Yun des rapports „ ou „, devient reel),. Si Yon 


a 
b 
developpe ce produit suivant les puissances de x et de «, les coäffieients 
du developpement seront encore des invariants qui ne deviendront pas infinis. 

Il resulte de cette rapide revue que les invariants des formes qua- 
dratiques pr&sentent beaucoup plus de variet@E que ceux des formes lin&aires, 
et cette variete se manifeste en partieulier par la eirconstance suivante. 
Dans la serie (1.) du $ 2, on ne pouvait donner A k une valeur fractionnaire; 
dans la serie (4.) de ce $4 au contraire, nous pouvons donner A s une 
valeur fractionnaire, au moins quand les rapports z et r 
conjugues; la somme de la serie reste un invariant. Üette circonstance a 
Joue un röle capital dans la demonstration de Lejeune-Drrichlet qui nous a 
servi de point de depart. 


sont imaginaires 
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$5. Relations avec les Fonchtions Abehennes. 


Les invariants des formes quadratiques presentent comme nous venons 
de le voir une grande variete; au lieu de l’invariant 
| 1 
J 5 = 2 f “ 
(8) (am? +2bmn+ en?) 
qui joue le röle capital dans la demonstration de Leyeune-Dirichlet et qui 
correspond A la serie (4.) du paragraphe precedent, on peut envisager la serie 


PX, (a m“ 4 2bhmn +c n°) 
ol g est une fonetion queleonque, et en partieulier: 
(4) m FERN 


Üest d’ailleurs ce qua fait Zejeune-Dirichlet \ui-m&me (cf. (Euvres Completes 
tome 1, page 467 a 469) et comme nous allons bientöt nous en rendre 
compte, cet invariant /(q) aurait pu, tout aussi bien que -/(s) servir de point 
de depart a son analyse. 

\ 


On voit d’ailleurs que ces deux invariants sont intimement lies Yun & 
l’autre; car on a la formule 


(1.) I'(s) .J(s) - * eIPl(e ” — 11dz. 


D’un autre eöte, F(g) se rattache aux fonetions abeliennes, car la serie 


(2.) () — I eilmz tn) Saal +en? 


n’est autre chose que la celebre fonetion ©, et il suffit pour retrouver F(q) 
d’y faire 2=y=0. 

Nous avons besoin pour ce qui va suivre de savoir comment se 
comporte cette fonetion pour q voisin de 1, et pour cela nous emploierons 
l’artifice suivant. La fonetion © elliptigque peut recevoir l’interpretation 
physique suivante. Soit une armille de longueur 27, soit /(«) la distribution 
de la temperature dans cette armille & l’instant ?=0, x designant are 
compte sur V’armille A partir d’une certaine origine. Si l’on choisit con- 


t 


venablement les unites et si l’on prend g= €‘, la distribution de la temperature 


A un instant queleonque sera representee par l’integrale 
2 fl 
/ 2) 9@— 2)dz. 


I 
0 
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(seneralisons cette conception. Nous vovons d’abord que si nous DOSONS 


y=e”', la serie (2.) satisfait a l’&quation aux derivees partielles: 


\ 


dt u. daedy dy“ 

Elle represente done la distribution de la temperature dans un plan form 
d’une matiere anisotrope c’est-a-dire ou la eonduetibilite ealorifique varie avec 
la direetion. De plus cette distribution doit £tre periodique, car la fonetion 
(3 ne change pas «juand on augmente ou y diun multiple de 27. Il est 
elair d’ailleurs que si cette periodieite existe a Vinstant initial, elle subsistera 
toujours. Le me&me, dans le cas de la fonetion 9 elliptique, au lieu d: 
eonsiderer une armille fermee, nous aurions pu envisager une droite indefini 

mais ou la distribution initiale serait supposce periodique. 


hevenons a la fonetion © abelienne et cherchons quelle doit Etre la 


enerale 


distribution initiale dans le plan. Soit d’une facon plus & 


I, )= ZA_i ori 


la distribution initiale; la distribution a un instant queleonque sera 


fa, y, = ZAmeltng 
Ur on a 
I u 
A / / u, ve dir de 
mn 4 7} ‘ \ / 2 “ J/ 
les integrations etant effectuces de v=0 a u=2n et dr=Var=2ı 


On a done 
I; . N— | / / (u .)G € — U Y-— Ndudı. 
\ . / 1 Au , . \ / . 


Pour passer ä la fonction © elle-m&me, il suffit de supposer que la fonetion 
/(",») est nulle sauf quand « et » sont nuls ou multiples de 27, auquel 
cas elle est infinie. 

Si l’on me permet de parler de quantit@ de chaleur au lieu de tempe- 
rature afin d’eEnoncer le resultat plus facilement, je dirai: 

Supposons quwä linstant /=0, il v ait une quantit@ de chaleur 4 
eoneentree A V’origine, ainsi qu’en chacun des points @=2kn, y -2ln, la 
distribution de cette chaleur dans le plan ä& un instant ulterieur sera 
representee par la fonetion ©. 
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Etudions cette distribution par une autre voie. Envisageons l’&quation 


(4,) = /J er gpl,n)dudv 
ol integration double est etendue au plan des tout entier et ol l’on a pose: 
S=r+ euY2t+ PrY2t, n=y+yuVY2t+dvY2t. 
Il vient: 


d6 ed d d ] ,d 1 
a II et tr le _ 


Dr ’dn 


dG PR Amen d „Ip Fe ‚du dv 1° 
dt SI: de (use rt +07) = II® 4 Fn u 


Done si nous choisissons les constantes @,,,y,0 de telle facon que l’on 
ait identiquement 


(ex +yy)+(Pa+dy)’—=2lar+2bxy+ cy’) 


la fonction © definie par l’equation (4.) satisfera & l’&quation (3.): on aura 
d’ailleurs pour /=0 


O=y(e, Y) / / et dudr=n px, y) 
c'est done ny(x,y) qui represente la distribution initiale. 


l vw) . ® 
r E’, il viendra 


Soit ed —-Py=E, dou W’—-ac=— 
tt n,[a(y — 7) —2b(2—-S)(y-n)+e@-H=P 
et l’&quation (4.) deviendra 


(4%) a TC 


Maintenant, pour notre distribution initiale partieuliere, toute la chaleur doit 
etre concentree aux points 


= 2kn, y=2kn, 


de sorte que g($,n) est nulle partout, sauf en ces points ol elle est infinie, 
la quantit@ de chaleur concentree en chacun de ces points et representee 
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par lintegrale // p(£,n)dSdn, devra etre An’. Notre integrale doit 
done &tre remplacee par la serie 


a > 
= TE 0 pe! 
(8.) () u 


ou 


P= n,[a(y— ka)? —2b(y— 2a) (r—2kn) + ce 2ka)? 


l 
k’t | 


et ot la sommation doit &tre etendue A toutes les valeurs entieres de / et de 4, 

Si nous faisons © —=y-(0, nous voyons que pour ? tres grand, les 
exponentielles e”” sont tres petites, excepte celle qui eorrespond ak 4- 0 
et qui se reduit A 1. On aura done sensiblement 


Eh FL 2rı 
(8".) NP 


Ainsi pour des »erleurs de 4 Ires vorsınes de » "iınrarıant Faq 716 
depend que du determinant de la jorme guadratique. (Vest lı une propriete 
analogue & celle de ./(s) dont Lejeune-Dirichlet a tir& le parti que l’on sait 
et elle pourrant jouer le meme röle. 


En faisant ©=y=0 dans la formule (5.), on trouve: 


> i a 
(6.) F(e)=5% F(e** ). 


Cela est vrai quelle que soit la forme au’ +2bxy+cy, mais si elle est A 
eo@ffieients entiers, on a de plus 


(7.) F(e--39) — F(e*'). 


Wn posant !=2ınu et Fle")= lu), les equations (6.) et (7.) deviennent 


Knie t — 1 
(6 ) Plu)= Eu ® e ); 


u 


(79%) Pu+d— blu). 


/ 


es @quations nous montrent que J>’() est une fonetion thetafuchsienne du 
sroupe fuchsien engendr& par les deux substitutions 


L’etude de ce groupe fuchsien jetterait sans doute quelque lumiere sur les 
proprietes arithmetiques des formes quadratiques. Bornons-nous a dire quiil 
16* 
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est forme de deux series de substitutions: A savoir les substitutions 


ER. — - : FAN) FE ya, FE” 1: U. +) Y. \ N 1 PS 
y F u u N) > | Is / ( ntie ls 
et les substitutions 
a Eu n 
l, ” \ FE B5 I. ca 1 E Mr 7 u entiers 
} ku 1 Ö FE z PM ’ II FAN De 


l,es substitutions de la 1" serie forment une Congruenzgruppe qui 
est un sous-groupe dindice 2 de notre groupe fuchsien. 

Pour montrer les relations des eonsiderations qui preeedent avec 
lanalvse de Lejyenne-Drrichlet, mous ehoisirons un exemple simple Dans 
ses «wuvres ecompletes (Tome 1, page 468) lVillustre geometre considere en 
partieulier les formes proprement primitives de determinant +p,p etant un 


nombre premier de la forme 4r-+3 et il demontre la formule suivante 


in 


/ ’ 


(8, Z320=238(-)g”. 

Dans le 1" membre 7’ designe une forme quadratique a indetermindes entieres: 
et la double sommation s’etend d’une part a toutes les formes quadratiques 
proprement primitives de determinant —p, non @quivalentes: et d’autre part 
a tous les svstemes de valeurs entieres des indeterminees qui ne rendent 
pas la forme 7’ &gale a un entier divisible par 2 ou par ». Dans le 2" membre 
la sommation s’etend a tous les entiers » et »" impairs et premiers a p. 

Il en resulte que 22(,) represente le nombre des representations de 
l’entier » par les formes du systeme: la sommation doit @tre @tendue & 
tous les diviseurs de nn, 

Cette formule peut etre mise sous une forme plus commode. Soit en 
effet @p" un nombre impair queleonque, & etant premier A p: je dis que le 
nombre des representations est le meme pour « et pour «p"”; en effet le 
nombre des representations propres de « (c’est-a-dire des representations 
telles «ue les deux indeterminees soient des entiers premiers entre enux) est 
egal au nombre des solutions de la congruence @’+p 0 (mod. «); le 
nombre fof«/ des representations de « est egal a la somme des nombres des 


representations propres des divers entiers k etant Yun des diviseurs 


ad 
kr? 


earres de «. 
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l,e nombre des representations propres de «p est &gal au nombre 


— 
d 


des solutions distinetes de lequation epe—b’=p, ou epce—p'» ou 


ec—pV =|1 ou pır+p ( (mod. a), ou m +pP ) mod. (te). puisqu on A 


toujours un nombre > tel que »y? x (mod. «). Ü’est done le nombre des 


representations propres de @. Le nombre total des representations de « 
‚ x 7 . U) n (X “ 
est egal a la somme des nombres de representations de ‚,. ou de ‚, «est- 


a-dire au nombre total des representations de «. 

Si nous eonsiderons ensuite les nombres ep” et «ep, nous vovons 
auils ne peuvent &tre representes «que si les deux indetermindes entieres 
sont divisibles par »°, de sorte que le nombre de leurs representations est 
le m@me «que pour « ou que pour «@p. ce est-a-dire encore que pour « 

Dans ces conditions la formule (8.) peut se transformer de la facon 
suivante 


} 


gbis, 


u 
| A ( — 


er yf! M 
| -\,) 
I/eeriture est la m@me, mais les sommations se font dans des conditions 
differentes. Dans le 1” membre, elles s’etendent non-seulement aux termes 
ot P est impair et premier a p. mais a tous ceux oü /’ est impair. De 
m&me dans le 2° membre, » est impair et premier ä »p. mais » est senlement 
assujetti a etre impair. Nous pouvons meme supposer que et z sont 
un et l’autre assujettis seulement A @tre impairs, A la condition de poser 
de \ 

= () 
\n?/ 
pour » divisible par ». 


l‚e second membre peut encore secrire: 


ou encore en appliquant la formule de la page 364 des wuvres completes 
eitees 
2 Zanrın q 2 . 2bnn g 


5 5 sin _ > 5 sin 


\p p 1-4” yp PIE 
ou a designe un reste quadratique a » et 5 un non-reste, et ou lune des 
sommations s’etend A tous les nombres impairs » et l’autre a tous les restes 
ou non-restes « ou 5. Quant au 1” membre il peut s’ecrire: 
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lon 1 j 
= F)-,2F(- 9) 


ol F(y) designe notre invariant et olı Ja sommation s’etend A toutes les formes 
de determinant —p, proprement primitives et non @quivalentes. Nous avons 
done finalement 


-) n )] n 
Zann « Rasa DONE 4 
! Z&sin { 


a u BIER VRRRENEN 
9.) si (9) zı (-g)= Vp Sn p 1—g” yp p 1—qir' 
Je n’ai eerit qu’un signe I dans le 2° membre pour abreger l’eeriture, mais 
ce signe simple doit etre regarde comme &quivalent au signe double defini 
plus haut. 

Nous avons vu plus haut comment les formules (5.) et (6.) permettent 
d’evaluer F(g). Disons quelques mots de F(—g); nous pouvons supposer 
que l’on a choisi dans chaque elasse, comme type de cette classe une forme 
juadratique dont les co@fficients extrömes « et c sont tous deux impairs. 
Dans ces conditions la parite de l’exposant de q est la meme que celle 
de m+n, il en resulte que nous avons, en partant de la serie Ol, y) 
definie par l’equation (2.) | 


FQ=00,0,  F-N=-a,m). 


Reprenons done la formule (5.) et faisons y successivement 2=y—0, 
!=4y—=.7, Nous trouverons 


I 
” € 


10.) F)=27 


Br 4 SE 
 FoN IR e 
P= 5 (au —2 buv-+crv‘) 


ou «et » designent deux entiers pairs dans le cas de F(g) et deux entiers 
impairs dans le cas de F(- 9). 
Uela pose, reprenons legalite 


“1"/ Y/ .. g" 
SFW-EF-Q-4E() 


et faisons v / tres voisin de 0, et par consequent g tres voisin de 1. 
Toutes les exponentielles #”” deviendront tres petites, a l’exception d’une 
seule qui figure dans F(y) et qui eorrespond & «—=r=0. Le 1” membre 
se reduit done A 
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'h etant le nombre des classes), puisque 
1 


pP =ac-0b=, E°’. 


Passons au 2° membre: on a sensiblement: 


"= 1: 1 et n 


)dg -2n(1—e )\g=2nt, 


Le 2° membre se reduit done A 


| > 


2); 


n-2le 26h), 


C'est la formule de Lejeune- Dirichlet. 


d’ou enfin 


Nous pouvons maintenant poser: 


7u 
n 


Yf (1) = Isin?2nun 2 r 


dou 


gbis) ZKg)-ZM-g=- 7 er 9) 





et chercher ä etudier et & transformer y("). On trouve tout de suite 
pe ) 1—q” 1— g” 
2ip(u)= Let" gr BER,” 2, 4 gr 


Ziun n! — Jıun 


2ip(u)=F,_ E Er 1 F 


—_ etun gen! ‚ —+tıu ur 


Sous cette forme, on voit que y(”) est une fonction doublement 
periodique admettant pour infinis: 


k nit 
es == - 
2 7 2n 
k etant entier et »’ impair. J’ai mis le signe + pour Eviter toute ambiguite, 
le nombre ”' ayant jusqwiei et& suppose positif. 
4 ’ . . , x N 1 a . « l u 
Quant au residu, il est egal A +;-. si Ü est pair et &ä —. .,sihest 
N 7T 5 7ı 


impair. Nous acheverons de determiner la fonetion y() en rappelant que 
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v(O)=0, On a done 
Bay m) =Lu-0)-Lu-0-0)-1 


en donnant & o, o', n leur signifieation habituelle dans la theorie des fonetions 


elliptiques et posant: 
: 2 er P 
Im . Im E- A wi 07 rn ten 
nol 


Nous voyons ensuite que la fonetion gr) devient infinie pour 


=— (un ı=e ou 
’ . | 7 . — ] ] [3 [3 r ” ent 
avec le residu pour % pair et __ pour k impair. Nous pouvons done | 
St t . 
eerire, en posant pour abreger e'‘ =X: se 
N T x ( l 1 ) 
olu)= B _ —— — —+ CONSt. res 
ENT, + l -r- X u; l -r Zt 
Wr und reti 
et comme la constante doit etre telle que pr) s annule pour v=V, dest-a- 
dire ÄA=1: 
des 
f | 1 
11)  yW)=&( FEAR ee ua 3 ). 
Be: + Ir Ep 2200 Bau 97072 
a ’ ' su 
Uherehons d’abord lexpression du 2° membre pour { tres petit; nous 
2 AT Ni 
vovons d’abord que y, tend vers 0 pour ?=0; nous devons ensuite faire une 
. . . . . ) ) 
distinetion sulvant que «=pr est compris entre 0 est 4 ou entre z et ». 
Dans le 1” cas \tend vers l'infini et Ay, vers zero; dans le 2" ca» | u 
X, tend vers linfini et Ag, vers Zero. 
Einvisageons alors les divers termes du 2 membre. Dans le 1° cas 
saı 
les termes en 9° (%<Z0) tendent vers 0 
2 / l 
A (k 2 0) > a m. 
- n . rg (k > 0) r . () ee 
Ye (k u 0) . Er Ü 
Hr (k=0) 4 re yu 
ie +1 (k > 0) i o (). sui 


in | | 
De sorte qu’en definitive le second membre tend vers —;. th 
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Dans le 2° cas, il n’y a de changement A faire que pour les 
termes en q7 +, k=0; iei Ag, tend vers linfini, au lieu de tendre 
vers 0, et y, tend toujours vers zero, de sorte que 

l l 
1+Xg, 1+g 
tend vers —1 et non plus vers O0, et le second membre tend vers + - et 


De 


1 
non plus vers —,. On a done finalement 


4t a l 
p ) :-+ 
rt p ri 
otı l’on doit prendre le signe + ou le signe — suivant que « est compris 


p 
.) 


Si alors dans la formule (9"“,) nous supposons / tr&s petit, le 1” membre 


pP 
entre , et p ou entre OÖ et ,. 


se reduit A nn et le second & -"- (A-B), A designant le nombre dex 
Ip {pr | 
restes quadratiques et A celui des non-restes compris entre 0 et 5- Nous 
retrouvons ainsi une formule de Lejyeune-Dirichlet, - 
Si nous reprenons l’Equation (11.) nous pourrons developper chacun 


des termes du 2° membre 
1 l 


14+Aq I+q: 
suivant les puissances croissantes ou decroissantes de \g, ou y,, suivant que 
\gq ou gi est < ou >1: excepte bien entendu pour le terme 
l 
lg: 
. , 1 
jui est constant et egal & ,. 


a‘ 


er fa , ‚ . . 
Dans ces conditions p\,) va se trouver developpe suivant les puis- 
) 


sances de 


+n: 
E*t 


c’est-A-dire en definitive suivant les puissances de e 
Il en est de m@me pour les m&mes raisons de y CO), et par conse- 
(juent du 2° membre de (9"“.). Il en est deja de m&me du 1” membre par 
suite des formules (10.) et (10”“.). 
En identifiant les deux developpements, on trouverait de nouveaux 
theor&mes d’arithmetique. 
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$6. Invariants des Formes Quadratiques Indefinies. 


Il n’est pas possible, pour les formes quadratiques indefinies de trouver 
des invariants, au sens que nous avons donne A ce mot jusquwiei, c’est-A-dire 
des fonetions contınıes des eoäffieients de la forme, et qui restent inalterees 
yuand la forme subit une transformation lineaire quelconque A coäfficients 
entiers, et cela quelle que soit la valeur entiere ou fractionnaire du deter- 
minant de la forme. Cela tient a ce que le groupe des’ transformations ä 
eoöffieients entiers qui est proprement discontinu, quand on prend pour varia- 
bles les rapports des coüffiecients d’une forme definie, ou ce qui revient au 
m@me les deux raeines imaginaires conjugudes d’une equation du 2° degre, 
n'est gr ımproprement discontinu 4quand on prend pour variables les rapports 
des co@fficients d’une forme indefinie, ou ce qui revient au m&me les deux 
racines r&elles d’une &quation du 2" degre (ef. pour la definition des groupes 
proprement et improprement discontinus, Acta Mathematica, tome 3, page 49). 

En revanche pour un determinant entier determine, et en se bornant 
aux formes ä coöffieients entiers, en renoncant par consequent A envisager 
des fonetions eontinues de ces co@ffieients, on peut construire des invariants 
arithmetiques, e’est ce qua deja fait Lejeune-Dirichlet dans le me&moire 
que jai eite. 

Soit 


am’+2Ibmn+c"=F (m, n) 


une forme «quadratique indefinie proprement primitive et a eoäffieients entiers, 
de determinant 
D’—-ac— DO, 


On sait qwil existe une infinite de solutions de l’&quation de Zell 
©—-Dy=1 
et que ces solutions peuvent s’obtenir par l’egalite 
z+yVD=(t+uVD)*, 


« etant entier et @=f, y= etant la plus petite solution de l’&quation de 
el La forme «quadratique peut alors etre reproduite par une transformation 
lineaire a co@fficients entiers qui est la transformation 


Im,n: —-bu)m—cun, aum+(t+bu)n] que j’appelle 7. 
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On a en effet identiquement 
(1.) F (m, n) — F [t—bu) m—cun,aum-+ (t+ /; 2 n) 
Nous pouvons aussi presenter la chose sous une autre forme par 
l’introduction des nombres complexes. Soit en effet 
+ y) /) 
un nombre complexe otı Y /) sera le symbole d’une unit@ complexe caracterisce 
par la loi de multiplication YD-YD=D:; nous aurons, par definition: 
norme («+ yVYD)=.a’— y’D 
et par consequent: 
norme (+uVYD)=1 
et quel que soit l’entier m positif ou negatif: 
norme (!+uYD”"=1. 
De plus on aura 


I) \ (dt 1 + Iın 7 
F(m, n») = norme ( or | D). 
da R 


« 
Dans ces eonditions l’equation (1.) signifie que l’on a @galement 
, r am+bn n 
F Mm,1t) = NOorme (( | + ' l D)q 4 ] D)]. 
{ d 
D’ailleurs nous pouvons plus generalement encore poser: 
am+bn n 
I (m, n) = Nn0r7Me ( — ] D) tu] D | 
| a ] a B 
, et «u etant deux constantes queleonques, entieres ou non, telles que la 
norme du nombre complexe +uYD, e’est-a-dire que la quantite 2° — Dur 
soit egale Al. Nous pouvons done d’une infinite de manieres mettre (m, n) 
sous la forme: 
F(m, n) =norme (Am-+ Pnl, 
I=e+0eYD, bB=P+7'YD etant deux nombres complexes tels que 


f N 
ei" —-Ppe=l. 
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Le nombre complexe z-+yYD pourra &tre represente par le point 
dont les coordonnees rectangulaires sont x et y; et je suppose que ce point 
se trouve sur la droite 


ch 

T 22 
qui passe par l’origine et que j’appelle OA; le point qui represente le nombre 
(?+yV\D)(t+u)\D) sera alors sur la droite 

hi 

I 
qui passe egalement par llorigine et que jıappelle VA’; les droites OA et 
(/ A’ forment un faisceau homographique dont les droites doubles sont les droites 


A 1 
LI 2» 


yue jappelle OB et O5. es deux droites doubles partagent le plan en 
quatre angles, (2,,2,,(3,,42,: dans deux de ces angles (2, et (2, opposes 
par le sommet, la norme de «+ y)D est positive, dans les deux autres elle 
est negative. 
Soit 9.1, une demi-droite partant de llorigine et situce dans l’angle 
(2,; soit OA, la transformee de VA, par la transformation homographique 
qui change OA en VA, soit VA, la transformee de VA, OA, celle de 
DA: A, eelle de VA_,,OA_, eelle de OA_,,...: les difterentes droites 
‘’.4,, olı Vindiee A prend toutes les valeurs entieres depuis —o jusqu’ä 
x, vont diviser l’angle (2, en une infinite d’angles partiels. Et si l’on 
eonsidere Yun de ces angles partiels et qu’on le transforme par la trans- 
formation homographique en «4uestion, ou par l/une de ses puissances, ou 
par une puissance de son inverse, on obtiendra successivement tous les 
angles partiels. Nous appellons &, l'angle partiel compris entre VA, et 
().|,, en y eomprenant la demi-droite VA,, mais sans y comprendre la 
demi-droite 9A,. Il est elair alors que si «+yVJ/) prend toutes les valeurs 
complexes representees par un point interieur a o,, et / toutes les valeurs 
entieres positives, negatives ou nulles, le nombre eomplexe 


(@+yVD)(t+"YD) 


prendra toutes les valeurs representees par un point interieur A (2. 
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On opererait de m@me sur les 3 autres angles (2,, (2,,02,. Observons 
maintenant que d’apres les formules pr&cedentes 
am+Ibn, n , / D . 
( =——+- YD)(»+uVD) (t+uVYD)=(Am+Bn)(t+uVD) 
Ya ya | 


’ 


ce qui peut encore s’eerire 


! 7 ' ! 
dan 4 m r } D)(&+ u) D)= Am’+ Bu 
Ya ya 
en posant: 


m — (t— bu) mM—cıun, N— am = (t+ bu) N, 


La transformation lineaire 


' t- bu —cu 
de au t+ bu 
qui lie m’ et »” A m et an est A co@fficients entiers, powren que la forme 
quadratigue F(m,n) ait ses coöfficients entiers. 
Uonsiderons les divers points representatifs des divers nombres 
complexes 
Am+Bn, 


ou m et » prennent toutes les valeurs entieres. Ües points formeront un 
reseau analogue & celui qu’on obtient quand on partage le plan en une 
infinite de parallelogrammes &gaux, et qui est forme par les differents 
sommets de ces parallelogrammes. Les points du reseau peuvent dune 
infinit@ de manieres se distribuer en une infinite de /r/es paralleles. 

Il resulte de ce qui precede que les transformes des divers points 
du reseau par la transformation homographique definie plus haut et qui 
eorrespond A la transformation lineaire }, que ces transformes, dis-je, 
appartiennent encore au reseau, mais A une condition, e'est que la forme 
F(m,n) ait ses coöffieients entiers. 

D’autre part nous avons vu que le plan peut etre partage en quatre 
angles 2,,02,,12,,02,; que (2, se partage en une infinite d’angles partiels 


Oo ya Opyor Oper O_yy..., transformes les uns des autres par la 


09 
transformation homographique. On peut partager de meme 2,,/2,,2, et 


designer par w', ©, o, les divers angles analogues a @, formes respeetivement 
dans 2,,0, et 2. 
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Cela pose, soit y (x) une fonction uniforme quelconque de x; formons 
la serie 


Sy[F(m,n)] 


et etendons la sommation a tous les points du reseau interieurs A l’angle 
,. Ni la serie en question converge, elle represente un invariant, powreu 
yue les coöffieients de F(m,n) sotent entiers, et cette condition suffit pour 
distinguer ce nouvel invariant de ceux dont il a et& question dans les para- 
graphes preeedents. 

Toujours a la meme condition, la valeur de la serie est independante 
de la position de la demi-droite 0.4,. 

Nous aurions pu €etendre la sommation outre langle w,, A langle w,. 
Il est inutile de l’etendre aux angles ©, et o,; on.ne ferait ainsi que doubler 
la somme de la serie, puisque les angles w, et m), @, et @, sont opposes par 
le sommet et que g|F(m,n)) ne change pas quand on change m et n en 
— m et —n. En general nous nous bornerons A etendre la sommation A 
l’angle &,; eelä revient au me&me d’ailleurs que d’etendre la sommation aux 
angles @, et @, et de supposer que la fonetion y() est nulle pour «<<O. 

En general nous supposerons 
p(a)= ; pour 2 >0, yla)=O pour «<ZO et nous definirons un invariant 

bi si 
IK), 

eonvergeant pourvu que s>1 et analogue A ceux des paragraphes preeedents. 
Lejeune-Dirichlet ne fait pas tout & fait comme cela; il prend 


/ N l . ... . . 
y(@) = „pour x entier, positif et impair, 
y@a)=0 pour x entier, positif et pair et pour © negatif. 


La valeur de (x) pour x non-entier peut &tre queleonque, puisque 
F(m,n) est toujours entier. Il forme ainsi un invariant que nous 
appellerons ./, (s). 

Dans lartiele que j’ai inser& au Bulletin de l’Association Francaise 
Congres d’Alger 1881, jeen ai introduit un autre) jenvisage le nombre 
imaginaire A defini par l’equation 


(t+uYDf=1, 
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j’envisage le nombre complexe Am+ Dn, et le nombre conjugue A,m + Bun 
qui se deduit du premier en changeant YD) en — ID, de telle sorte que 
(A m Bn) (A,m -r- Byn) : F(m, n) 
et je forme la serie | 
S(A m-+- Ban)” ‚ * A,m + B,n mi 
etendue a langle w,. 
C'est un invariant des deux formes lineaires simultandes Im + Dr et 
A,m+B,n. 
Il me reste & definir les limites de l’angle w,: nous pouvons les 
exprimer par les inegalites 


(2.) n >o—, aum+ (t-+ bu) «u 
ou plus generalement puisque la position de la droite OA, est inditferente, 
par les inegalites 
| u (am = bn) +in>V$, 


(2) 
| (Au+ ut) (am+bn)+ (4t+ uu D)n <O 


;, et «« etant deux quantites reelles queleonques. 
Nous prefererons dans la suite definir g(x) d’une autre facon. Nous 
prendrons soit 
ya)=g” pour «>O$, ga)=O pour «<O 

ce qui nous fournira un invariant que nous appellerons F(g) soit 

p(x)—=g” pour x entier positif impair, 

p(a)—=0 pour x entier positif pair, ou pour x negatif 
ce qui nous fournira un second invarlant que nous appellerons /,(y). Nous 
aurons d’ailleurs comme au $5 


KJIS)= [ET [Flem)—1]dz, 


0) 


KJAAS)=f Fle)dz. 


‘ 
U) 


Nous sommes ainsi eonduits A examiner les series 


(3.) DER ren? „m y" 


4 
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tout A fait analogues A celles que l’on envisage dans la theorie des fonctions 

Abeliennes, mais oü la forme am’+2hbmn-+ en’ est indefinie. La serie 

etendue A toutes les valeurs entieres de m et de n serait divergente; elle 

eonvergera au contraire si Von se borne aux valeurs de m et de n qui 

satisfont aux inegalites (2.) Au lieu de la serie (3.) envisageons la serie 
( zbis ‘ B: MN rt Y, 

le nombre &,, etant egal tantöt & +1, tantöt & —1; a savoir: 


E un’ ” + 1 si l. Mm + en > 0, 
En =—1 si Am+un<d. 


Üette serie ne sera pas convergente, mais nous la designerons par 
Hi, 4; A, #) 
car elle depend @videmment du choix des constantes reelles A, u. 
Si nous envisageons maintenant la difference 
H(a,y: %,«)— Hfx, y; #, u) 


ee sera eneore une serie de la forme (3”“.), mais ol le coä@fficient «,, aura 
pour valeurs 


= si Am+un>0, Km+un<oO 
e_ —=®d si Am+un>0, Um+un>O 
en? siAm+tun<O, Umt+un>oO 


e —=B st Am+un<0V, Amt+un<d, 


Uette fois la serie peut etre eonvergente et c’est ce qui arrive en particulier 
si NOUS Prenons 
.=0, u=1l; R=au, wW=t+bhu; 


de facon A retrouver les inegalites (2.). 
Einvisageons le terme general de nos series (3.) et (3"“,) 
TE DE Pan z. 10,0), 
Si l’on change x et y en q”* et ygq” et quon multiplie par wg, c’est comme 
si l’on changeait m en m+ 1; de sorte qu’on aura 


Ta 


Yyyım,)=w(e,y; m+1,n) 


ug“ vg 


et 


et 


e 


Ss0 


le 
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et de meme 
yq w(aqg”, ygq’; m, n) wet, y,mn,n 1) 


et plus generalement « et 7 etant deux entiers quelconques: 

(4) w(a,y m+ae,n+P)=. y’ trete yet, ya?bared, mn). 
Dans ces conditions, eomparons les deux series 

(9.) H [, 4, u), . y? . au FaPrEP" B wg” RR ig gV m. 0 


la premiere s@erit 
Ze, w(a,y,m,n) 
et la seconde 
Se, w(a,ym+e,n+)P). 


Les termes eorrespondants des deux series sont les m@mes si 


e.,.=—E 


| c'est-a-dire si les deux quantites 
(6.) ‚im+tıun, .(m+a)+ u(n+ >) 
sont toutes deux negatives, ou ne le sont ni lune ni l'autre, 
Si nous supposons d’abord 
,.o+un=0V 
les deux conditions seront satisfaites en m@me temps et Jon aura 


| H [r, Yy; A, ET ge ’+c#° A Et, ya I), u a 


EZ 


Supposons ensuite «ue 4 et « soient deux entiers premiers entre eux, de 
m&me que « et 5 et que l’on ait 


,a+uß=l. 


Dans ce cas la difference des deux expressions (6.) sera @gale A 1, les 


oO 


nombres &,, et &,;...,3 $eront egaux A moins que 


.,(m+a)+un+Pp)=V, ‚m+tun=—-1<0. 
Alors on a 
ı  =-] & ‚=|1. 


La difference des deux series (d.) est done 


(d.) 22 w(ax,y; m, n) 
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en donnant ä m et n toutes les valeurs entieres telles que 
‚m+tun=0. 


Oest (au faetenr 2 pres) une serie analogue A la serie (3.), mais oü la 
sommation au lieu detre etendue & tous les sommets du reseau, lest seule- 
ment A une frle de ce reseau. 

Or quest ce qu une pareille serie; considerons la serie 


(8.) Sw(a,ym,t ut,ny— A) 


ou m, et , representent deux entiers fixes et olı f peut prendre toutes les 
valeurs entieres depuis — x jusqua +. Les points m, + ut, n,—At con- 
stitueront une /r/e; et l’on aura 


(m, + uD+ u (nm, — AD) = const. 
D’ailleurs la serie (8.) peut s’eerire 


DAZEAIIL 
ou 
A= EEEEEER ur h=au—2b Au-+c 2°: 
k=2am,u—2enya+2b(n,u — my) 


sont des eonstantes et ou 
X_r“ y 


est la nouvelle variable independante. C'est au facteur simple pres 2” y", 
une serze theta elliptique par rapport A la variable log X. 

Ainsi la difference des deux series (5.) s’exprime par les fonctions 
{ ıptigu S, 

Soit maintenant A@ + «7 queleonque:; nous supposons toujours 4 et u 
entiers et premiers entre eux. Jl arrive encore que &,, Et Eurz.nsz SONt 
egaux, sauf quand lune des deux expressions (6.) est negative sans que 
lautre le soit. Les points m, » pour lesquels cette derniere eirconstance se 
presente forment un nombre fini de fr/es paralleles du reseau. Ainsi la diffe- 


rence des deux series (5.) ne sera autre chose que la serie (7.) etendue A 


un nombre fini de files paralleles. Elle s’exprimera done encore par les 
series theta elliptiques. 
Prenons maintenant comme nous l’avons dit plus haut 


=). u - 1: !=au, u—t+bu. 
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La serie 
ax, y)=Ha, y; A, wW)— Hfı, y: %, w) 
est alors convergente; et nous avons d’ailleurs en faisant «= 1,9— 0 
zo ng", yq’)— Ir, Y) 
= vg‘ H(ag", yg”: A, WW) — Hl, y; A, u) 
— xq" Hfag”", yq’: W,wW)+ H(x,y: 4, u). 
La difference 
ug“ x“, Y gg") —_ x, Y) 


sexprime done par les series theta elliptiques et il en est de m@me pour la 
meme raison de la difference 


Y u I(xg”, Y 7 ) De I, Y) A 
L’exemple le plus simple est celui oü 


aac=T, >60 

do 
f -b, u=—]1, )) ve 

Les inegalites (2.) deviennent alors 

n>VQ, — m<O 
d’ou 

Oz, y)= Hl, y: 0, 1)—- Hla,y: —1,0) 
ou bien 
x, Y) a. > B; ur +-2!bmn-+ N“ m y" ER > z q" + ?bınn-+n“ x y 


la 1°“ sommation &tant &tendue A toutes les valeurs telles que 
m>—, n>0 

et la 2“ A toutes les valeurs telles que 
nu, m<O$. 


(Juand ım et n sont de meme signe, le terme eorrespondant figure sous le 
1” signe I si ce signe est positif, et sous le 2" sil est negatif. On trouve 
encore sous le 1” signe F& les termes ol 2-0, m>>0, et sous le 2° ceux 


ou m=0, n<0; le terme m=n=0 ne figure nulle part. 
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On trouve ensuite 


(9.) a1 Ola’. ya” )- IR, )=28g" y' 


et 
) ygKag’.yg)— Ir, Yy) =— 2849" .". 
On voit que les seconds membres 
zgy, Zgr" 
sont les fonetions © elliptiques ordinaires. 
Nous sommes amenes a nous demander si l’on peut construire une 
fonetion +2 jouissant de la double propriete 
( 2a, y)=RKe, y), 
| yaad’, yY)= 2a, Yy) 


c'est-A-dire satisfaisant aux conditions que l’on obtiendrait en privant les 
equations (9.) et (9) de leurs seconds membres, 


(10.) 


Les &quations (10.) entrainent la suivante 
y@ y? RT EN E —. . Y Aa = ı (, Yy) 


qui donnent pour e=1, P=—b 


ayv Kay, y)=2l, y) 


et pour « —b, B=1 


REITEN): 


Posons 


Un 


.. ig Be a 
z=&y*; 2LeEy’,=I4(,Y). 


l,es @quations prec&dentes deviendront 


&° . dan Hl 2ba3+5? £E , Ale Y re dass LER (£, Y) 
OU 
( | 2) &° y y -— Da” Sa: Tu Y q°) an: 2, y) 


Il suffira de prendre 
2,=09,($)9.(y) 
en appelant ©, et ©, les fonctions d’une seule variable qui satisfont aux 
conditions 
sT’aEN)=9C), 
199,49) 0,Q). 
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La seconde est la fonetion © elliptique 
J, (Y) —— P; T y" 


qui figure preeisement dans les 2" membres des &quations 
La 1" est definie par une &quation fonetionnelle analogue, mais oü la 
quantite qui joue le röle de y est de module >1. 


(9.) et (9% 


« 
\ 


Il n’y a done pas de fonction entiere qui y satisfasse, mais on peut 
prendre 
ke 1 l 
I,(5S)= x 


j Dm? cın 


\ . 
u 1 > , S) 


(22, y) etant ainsi defini, si nous posons: 


Ir, Y) u 17 DI r N 
Ar, y) ZZ 
les equations (9.) et (9”",) deviendront: 
2 2 ie im ‚ 
PR) - PN tert ey" any”), 
/ ı\> 
(11.) I f- IR Im /»\ i rn \ 
Bley Pe ey 
2 7 O0DI9Y) 9,04) 





Si nous posons pour abreger 
Pay) Pays graty=ä 
Pa yNM)=Pra, WS’; a rTy=b 
ces @quations donneront aisement: 
DSE-A+A)BS +AB=0, 
(12.) PSS— BS-DBS4+ D=0, 
PS"—-(1+B)BS +BP=0. 





Ces proprietes montrent suffisamment que la fonetion (x, y), bien 
quelle soit une transcendante nouvelle, est apparentde aux fonetions elliptiques. 
Nous avons considere nne forme quadratique Fon, ) assez partieuliere; mais 
on aurait des resultats analogues avec une forme quadratique queleonque. 

Remarquons que si l’on fait eroitre Ö indefiniment, et tendre y vers 1 
de telle facon que g’=g' demeure constant, on trouverait & la limite 
la serie 


223+ dal y" 
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m et n etant toujours assujettis aux m&mes conditions, et l’on reconnaitrait 
un developpement connu de la fonetion doublement periodique de 2° espece 
(ef. Halphen, 'Trait@ des Fonctions Elliptiques, tome 1, chapitre XIII). 

Revenons au cas oü la forme F(m,n) est une forme quadratique 
queleonque indefinie & co@fficients entiers. Voyons quelle relation cette 
transcendante O(x, y) peut avoir avec nos invariants arithmetiques. Supposons 
que l’on donne & x et & y des valeurs partieulieres qui soient des racines 
p” de Yunite. 

Notre serie s’eerit: 


a, )=Hfa,y: 0, )—- Hfı,y; au, t+bu) 
OU 
x, y) u 25 + a 2 y" 


ot Von ne prend que les points m, situes dans llangle », defini par les 
inegalites (2.) ou dans l’angle oppose par le sommet; A savoir avec le 
siene + pour langle w, et avec le signe — pour l'angle oppose. 

Pour retrouver notre invariant F(g), il suffirait de supprimer les termes 
affeetes du signe — et de faire =y=1. Dans ce cas, nous pourrions 
comme nous lavons dit plus haut sans changer la valeur de la serie, 
remplacer l'angle &, defini par les inegalites (2.) par l’angle analogue defini 
par les inegalites (2°). 

Cela tient A ce que si l’on pose 


’ 7 
m—=(t-bi)m—cun, 


N" =aum+(t+bu)n 


on a 
tt u. TEE 
Mais comme on naura pas en m&eme temps, en general 
pr ee ee 
(15.) eye" y 


on ehangerait au contraire la valeur de (x, y) en substituant les inegalites 
(2°) aux inegalites (2.). 

Si x et y sont des racines »* de lunite, la condition (13.) sera 
remplie pourvu que l'on ait | 


m m, 7 m (mod P) 
ou bien 


t=1, u 0 (mod p). 
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Cette derniere condition ne sera pas remplie en general quand feet 
seront eomme nous l’avons suppose jusquwiei, les plus petits nombres entiers 
yui satisfont a l’equation de Pe/l. Mais si nous posons: 


(t+uYDy —=t,+u, VD 
nous pouvons toujours choisir « de telle facon que 


=l, v,=0 (meodp): 


u 
Nous pourrons alors remplacer langle ®, par llangle 


Bo t f 
HN pam) W,+ 0, — ... .. 0) 1 


forme de langle w, et de ses «— 1 premiers transforme&s par la transformation 
homographique envisage plus haut. 
On a alors une fonction 9,(x,y) analogue a Ir, y) et definie par 
l'egalite 
IR, y) == Hex, y:od, 1) u H(«, ys au ,t, tb U.) j 


u 


On peut alors pourvu que © et y soient des racines p” de lunite, remplacer 
les inegalites qui definissent l’angle »/ et qui sont analogues aux inegalites 
(2.) par d’autres inegalites analogues aux inegalites (2”“.). On a ainsi en 
designant par 4 et A des constantes reelles queleonques 

9,@,9)=Hfa,y: Ka,#b+4)— Hla,y: Ma,ıb+ A, 


en posant 


Dj - r Pe 
a 


u ® 


h, j. 7 + h. e, D. 


Mais il importe d’examiner de plus pres ce que c'est que 9,(x, y). 
Soit 
lin: Ytinr Zin 


P U=E P —_ pl 


Ss et n etant deux entiers: nous aurons 


14 at. a = Sur 
4 a y 2 


gm y" — g‘ 
ou 

M=S$m+nn: M=:m + 7 n=&m+ NM 
en posant 


&=slt—bu)+aun: n=—cugs+n(t+bu) 
et si nous posons de meme 


Ses(lt—bu)+taun;: n—=—cus+n(t+ bu) 
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et ainsi de suite et de plus 


nous aurons manifestement 
4, (3; Y) — () (2, Y) +0 (X, Yı) + 0) (2, 4) +..4+0 (2.1; ia) 3 


Mais il reste A voir si O,(x,y) mest pas identiquement nul. Si nous 
supposons p=2, de telle facon que x et y soient egaux A +1, il en sera 
certainement ainsi, car les termes en 


m N 5 


2"y, R- 
se detruiront. 
Supposons done que p soit un nombre premier impair ne divisant 
pas /), et que /) soit reste quadratique A p de telle sorte que 
D=#,.(mod p). 
Posons 


+Hiu=o, t—ku=an (mod pP). 


Si Yon eonvient d’eerire 
4 + Du,=(t+uyD), 
il en resultera 


L 
KR 


. BEE k “ PRSENG: _ 
Kr AWER‘, -IUN ZU 


(mod p) 


‘SF eeris bien entendu @”* au lieu de «’""—" A cause du theor&me de Fermat 
e'=]). 


Cela pose nous avons 
& S(t, — bu,) +au,n: = —chSH+ (+ bu,) 


et si lon pose 
M,=&m+ NN 
il viendra 


M=Ad+4Ao” (mod p) 


ou A et 1 sont des formes a co@ffiecients entiers doublement lineaires d’une 
part par rapport a m et „, d’autre part par rapport A $ et n. 

On verifierait aisement en construisant effeetivement ces formes, que 
on peut ehoisir m et » de facon que A et A’ prennent des valeurs quel- 


eongues (par rapport au module ») et cela, quels que soient $ et 7, pourvu 


jue cs —2bSn+an ne soit pas divisible par p. De m&me on peut choisir 





ad 


Ü 


Ol 


Ju 


q! 


de 


et 


la 


et 


u 
u 
ur 


et 
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& et n de facon que A et A’ aient des valeurs queleconques pourvu que 
am’+2bmn-+ cn’ ne soit pas divisible par p. 
Cela pose quel va @tre dans 9,(x, y) le coäffieient du terme en 
"all n+ten? 7 
Cela va £tre 
PIE Pe 


ou 


aizsin(" 1). 


On doit donner aA k sous le signe 2 toutes les valeurs entieres depuis 0 
jusqu’a «— 1; (w Etant le premier entier tel que «“ 1 mod p). 


Si « est une racine primitive, ou plus generalement, toutes les fois 


p—1 
que @ —1,ona 
WU mi. —/ pi 
e=—a *, tg 
de sorte que 
M=-M „,, 
ie 


et que la somme des sinus est nulle, et ©, identiquement nul. 
p—1 


Supposons au contraire @ ° 1, et soit par exemple 
a9, BT, ==] 


la somme des sinus devient 


.) . 

._ Zn . 4 | ; 

sın — + sın — — sın - 
‘ ) 


‘ 


et nest pas nulle. 


Nous pouvons aussi envisager le cas ol 


=; see ip, a3, el 


’ 


qui se presente certainement toutes les fois que p est un facteur premier 
qui divise « sans diviser D. Alors la somme des sinus se reduit au sinus 
unique 
.,_2nrM 
sin 
p 
et ne s’annule pas. 
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Je ninsisterai pas davantage, et je ne parlerai möme pas du cas 
interessant olı /) serait non-reste quadratique A p, et je me contenterai 
d’avoir montr&e par ces exemples que ©, n’est pas toujours identiquement nul. 

Supposons maintenant que l’on fasse subir a m et & n une transfor- 
mation lineaire, en posant 

(14.) m=am+ pn, n=ym+dn, 
Posons 
am +2bmn+ en?’ = am” + 2b'm'n’ + c'n”, 


in 1] ' FR 
smyiın=sm+nn. 


Uomme 9,(r,y) depend non seulement de x et de y, e’est-a-dire de S et 
de 7 mais encore de a,b,c, nous pourrons mettre ce fait en Evidence en 
eerivant 

G, (W, Y) 0 (a, b, c;5,9); 


x > 


| - an) 3 5 mn c 77 2 E 
z () (a N b, (® & N n Be. gr +2bmn+en- zemtan er > 7 u + 2bmn4 cn“ zsmrs 


ar 

la 1°" sommation s’etendant aux valeurs de m et de » qui satisfont aux 
inegalites 

(15.) N En Ö, au,m-+ (£, + bu) n<U 
Y |; Dde N :elles 1 atıcf ‘ ww 3 alı 7 
et la 27 a celles qui satistont aux Inegalıtes 

(16°°,) Nn<Ö, au, m+(l,+bu)n>d. 
Diapres ce que nous avons vu plus haut, nous pouvons remplacer les 
inegalites (15.) et (15”,) qui definissent l’angle &“ et qui sont analogues 


aux inegalites (2.) par d’autres inegalites analogues aux inegalites (2”".) et 
qui s’eerivent: 


(16.) .(am+bn)+in>0O; (A u,+4t,) (am+bn)+ (it, + „u, Dyn<0, 
(16°“.) ,(am+bn)+in<0; (4 ut 4t,) (am-+bn)+ (4 + ‚tu, D)n>d. 


On aura alors 


1 


ST „Eim'’+n'n! > a'm!2+2h'm!n! +c!n!?2 „Erm'+n'n! 
— Wr 


z —( Z 


| | 2 
> Ka, b, 0, 5, n) = 


ot m’ et ” satisfont sous le 1” signe FI aux inegalites 
(17.) ym +" DO, au,fem’+PR)+(t„+bu,) (ym’+dn') <O 


et sous le 2° signe I aux inegalites (17”".) opposdes A (17.), comme (15) 
et (16°) le sont A (15.) et A (16.). 
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Changeons dans les inegalites (16.) « et d en a’ et db, m et n en 
m' et ”' et cherchons ensuite & identifier les inegalites (16.) ainsi modifices 
avec les inegalites (17.); il viendra 


[la=y, „b+i=0; Ja=aca+biu, 


(18 .) | 1 b’+ De at bh. 


Il s’agit de savoir si l’on peut trouver des valeurs de A et A’ satisfaisant aux 
equations (18.); or en &liminant 4 et 4 entre ces dquations on trouve 


(by+ae+lby=da, 


(19. 
(19.) Ic’y+aß+bd=0b 


que l’on peut remplacer par l’&quation unique 
(20.) am+bın= (am + b'n') E= (bin + cn) i 
Or de l’identite 
F— am’ + 2bhmn + en’—a'm'” +2 b’ m'n + en” 
on deduit par differentiation 


dF \ dF dF 
md — A 
dm dm' / An’ 


ce qui verifie l’equation (20.). 
Les inegalites (17.) et (17®“.) sont done bien de la forme des inegalites 
(16.) et (16”",) modifiees, de sorte que l’on aura 
a, b, c:E, 7) () (a, b', Ce, 7) 
si lon a 


„I 


‚n=n (mod p). 


Un 
Un 


! ! 1 


On voit que 9 ne change pas quand on change «a,b,c en a,b,c, 
Or c'est ce qui arrivera toutes les fois que 


21.) e=d=1l, P=ym0 (mod p). 


/ 


Les eongruences (21.) definissent un sous-groupe (Kongruenzgruppe) 
du groupe des transformations lineaires & coäfficients entiers et analyse qui 
preeede montre que 9,(x,y) est un invariant pour ce sous-groupe. 

Nous ne pouvons pas retrouver ainsi notre invariant /’(y) et pour 
‘obtenir il faut avoir recours A d’autres considerations. Voyons d’abord 
19* 
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quelle relation il y a entre la fonetion theta-elliptique de Jacobr: 


(x) u > . 2 Au (m=V, + 1, + 2,0. 
ou 
a)=1+2 234" cos mx (m=1,2,.. 
et la fonetion de Fredholm: 
p (x) — } g" em PERBER NEE LE 05 


Nous pouvons d’abord poser: 


2p()=1+ 9a) + ip(a) 


OU 


w(a)=22g" sinme, (m=1,2,..). 


Rappelons maintenant que 
»sinarde 
/ u 7, 
0 
avec le signe + si a est positif et le signe — si « est negatif. 
Considerons alors liintegrale 
ff [9a—2) — Oa+z)|=4 8 [e" sin mx sin me. 
u ; z 
0 


Elle donne 


aya)= "2 (9@-2)-0(c+2)]. 


0 


Inversement on a 


J 


0 


er 


nd: Rn “ 5. 
— [p(a+2)— w(e—2)]=42 /[" sin mz COS ma 


d’ou 


nz - - 
nO(l)=n + / ; vea+r)—w(e—2)]. 


C'est une formule analogue que nous allons appliquer ici. 
Posons 
v=et, ya" 
„= , ya 
d’ot 


() (2. Y) em ex g“ ernsten) RE _ y“ ping . A — A mn?’ 2 mn + en? 


m et n satisfaisant aux inegalites definies plus haut; je prefere &ecrire: 








01 


N 


{ 


l 


rz 
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9a, =2H +2H,—2H,—2H, 
ou A,,F,, H,, HA, representent la somme Fge"*+"" avec les conditions: 
n>0, aum+ (t+bu)n <O pour /], (et) 
n0, aum+(t+bu)n >V pour /, () 
n:= 0, m >00 pour /7, (Y) 
| n<0, aum+ (t+bu)n = 0 pour /1, (0). 


22.) 





Je suppose au < 0; dans ces conditions nous avons 
H,— H,—=2ı 2 9° sin (mö+nn) 
m et n satisfaisant aux conditions (22.) («e). Soient alors A et ı deux 


quantites choisies de facon que Am+ un soit positif toutes les fois que 
m et n satisfont a (22«.). Posons 


geiz, n—=ur, 
il viendra 
a0 \ 2 ee 
(23.) / (H,— H,)- =ın 3g‘. 
N “ 
Nous avons d’autre part 
A,=24° es; (7 1 ) 


avec 
!=(lt+bu)5—aun. 


Peut-on choisir A et « de telle sorte que =5? Evidemment oui, il 
suffit de prendre 
(24.) ,=(l+ bu)k—auu. 


(Juand 4 et « sont choisis de facon & satisfaire A cette Equation, l’expression 
im+ un ne peut sannuler que pour une certaine valeur du rapport —, ou 
si nous revenons A notre representation geometrique, quand notre point 
representatif est sur une certaine droite passant par l’origine. Que cette droite 
n'est pas A l’interieur de llangle w,, cest ce qui est evident, puisque 
l’equation (23.) exprime preeisement que Am+ un a me&me valeur en deux 
points correspondants des deux cötes de langle w,. Done Am+ un con- 
servera toujours le m&me signe & liinterieur de cet angle, ce est-A-dire quand 
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m et n satisfont aux inegalites (2.), ou si l’on prefere aux conditions (22 «.) 
ou (22y.). Nous pourrons choisir 4 et u de facon que ce signe constant 
soit le signe +. 
Dans ces conditions les €quations (23.) et (24.) seront vraies A la 
fois, et nous pourrons &erire 
HA, — H,=2:ı%g°" sin m$ 
d’ou 


[I,- By =inz2g" 


ou enfin 


I .n_ En dz ai . 2 
/ 0) (e'**, et?) — Ben > inte g’+ 2 ng" , 
Ö g 


Dans le caleul de A, il faut donner A m et & n toutes les valeurs satis- 
faisant aux conditions (22«.); on voit alors que Zg'+ &q“ c'est notre 
invariant F(g); on a done 


f” Q (ei, ) er — 2 in F(q) 


et e’est la la relation cherchee entre la fonction O (x, y) et liinvariant arith- 
metique de Lejeune-Dirichlet. 














Uber die Auflösung der allgemeinen Gleichungen 
fünften und sechsten Grades. 


(Auszug aus einem Schreiben an Herrn A. Hensel.) 


Von Herrn F. Klein in Göttineen. 


Indem ich Ihrer werten Aufforderung entspreche, einen Beitrag zu 
dem Festbande des Journals zu schreiben, der dem Andenken Dirrichlets 
gewidmet ist, greife ich auf eine Note zurück, die ich vor 6 Jahren in den 
Rendieonti della Accademia dei Lincei veröffentlichte und in der ich die 
Grundlinien einer allgemeinen Auflösung der Gleichungen sechsten Grades 
skizzierte.*) Ich stelle mir das Ziel, die dort nur angedeuteten Überlegungen 
ausführlicher und in mehr konkreter Form darzulegen. In der Tat hat 
selbst ein so genauer Kenner der einschlägigen Literatur, wie Herr Lachtın, 
den in Betracht kommenden Ansatz nicht in seiner prinzipiellen Einfachheit 
aufgefaßt (wie ich weiter unten noch näher ausführe).”“) Im übrigen handle 
ich unter den Impulsen meines alten Freundes Gordan, der sein großes 
algebraisches Können neuerdings der in Frage stehenden Problemstellung 
zugewandt hat. Herr (ordan wird eine erste einschlägige Abhandlung dem- 
nächst in den Mathematischen Annalen veröffentlichen.”*) Es ist dies aber 
nur ein Anfang; ich hoffe, daß es seinen fortgesetzten Bemühungen gelingen 
wird, den Gegenstand nach allen Seiten ebenso vollständig zu klären, wie 


*) Sitzung vom 9. April 1599, Rendiconti VIII (1’ semestre): Sulla risoluzione 

delle equazioni di sesto grado (estratto da una lettera al sig. Castelnuovo). 
**) 1901, Moskauer Mathematische Sammlung, Bd. XXII, S. 151— 215 (russisch). 
***) Über die partiellen Differentialgleichungen des Valentinerproblems (ein Beitrag 
zur Auflösung der allgemeinen Gleichungen sechsten Grades). — Vergl. auch eine Mit- 
teilung an den Heidelberger Internationalen Mathematiker-Kongreß (August 1904). 
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uns dies früher gemeinsam mit der Theorie der Gleichungen fünften Grades 
geglückt ist. 

Auf diese Theorie der Gleichungen fünften Grades, wie ich sie in 
meinen „Vorlesungen über das Ikosaeder“ (Leipzig, 1884) zusammengefaßt 
habe, möchte ich hier vorab in der Weise eingehen, daß ich diejenigen 
Momente hervorkehre, welche in den nachfolgenden, auf die Gleichungen 
sechsten Grades bezüglichen Überlegungen ihre genaue Weiterbildung finden 
sollen. Ich habe in Kapitel V der „Vorlesungen“ zweierlei Auflösungs- 
methoden der Gleichungen fünften Grades auseinandergesetzt (die sich übrigens 
nur durch die Reihenfolge der auszuführenden Schritte unterscheiden). Es 
wird sich hier um die zweite dieser Methoden handeln, die sich als eine 
organische Fortsetzung von Aroneckers (und Breoschts) Arbeiten über die 
Auflösung der Gleichungen fünften Grades darstellt. In den „Vorlesungen“ 
wird diese Methode — gleich der ersten — in geometrischer Form ent- 
wickelt, wobei spezielle, nur bei den Gleichungen fünften Grades hervor- 
tretende Beziehungen den Ausgangspunkt abgeben. Statt dessen greife ich 
hier auf die algebraische Begründung der Methode zurück, die ich s. Z. in 
Band 15 der Mathematischen Annalen entwiekelte und mit Überlegungen 
über die Auflösung beliebiger höherer Gleichungen begleitete. ”) 


Die Ikosaedertheorie der Gleichungen fünften Grades und die mit 
ihr zusammenhängenden allgemeinen Überlegungen sind seitdem mehrfach 
von anderer Seite zur Darstellung gebracht worden, so insbesondere im 
zweiten Bande des ausgezeichneten Lehrbuches der Algebra von H. Weber 
(Braunschweig, zweite Auflage 1898, 1899), sowie in dem ausführlichen 
Bericht, den Herr Wiman in Bd. I der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften über Andliche Gruppen linearer Substitutionen erstattet hat 
(S. 522—554, 1900). Trotzdem scheint es, daß die prinzipielle Bedeutung 
des ganzen Ansatzes im mathematischen Publikum immer noch vielfach nicht 
verstanden wird. Es handelt sich nicht um Überlegungen, welche sich neben 
die früheren Untersuchungen über die Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades stellen, sondern um solche, die den Anspruch erheben, den eigent- 
lichen Kern dieser früheren Untersuchungen auszumachen. Ich will ver- 


*) Über die Auflösung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade 
(1879): vergl. insbesondere den $ 4 daselbst („die Formeln von Kronecker und Brioscht 
für den fünften Grad“). 
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suchen, in dem folgenden Berichte dementsprechend die Hauptpunkte der 
Theorie (die sich dann später mutatis mutandis bei dem Ansatze für die 
(leiehungen sechsten Grades wiederfinden) so genau zu bezeichnen, als bei 
der gebotenen Kürze möglich scheint. 

Das Erste ist, daß wir die /kosaedergleichung, d.h. die Gleichung 
sechzigsten Grades, welche in den „Vorlesungen“ folgendermaßen ge- 
schrieben wird: 

H°(a) 


q.) 1728 f’(x) a 
als eine Normalglerchung sw generes ansehen, welche sieh vermöge ihrer aus- 
gezeichneten Eigenschaften als die nächste Verallgemeinerung der „reinen“ 
Gleichungen: 


(2.) eu A 


darstellt. In der Tat lassen sich die 60 Wurzeln von (1.) aus einer be- 
liebigen derselben genau so durch 60 a priori bekannte lineare Substitutionen 
(die Ikosaedersubstitutionen) berechnen, wie die » Wurzeln von (2.) aus 


einer derselben durch die » Substitutionen «’—=e" »x. Nun erweist sich 
die Gruppe der Ikosaedersubstitutionen mit der Gruppe der 60 geraden 
Vertauschungen von fünf Dingen als isomorph. Hierdurch gewinnt der 
Abelsche Beweis, daß es unmöglich ist, die Auflösung der allgemeinen 
Gleichungen fünften Grades auf eine Reihenfolge reiner Gleichungen (2.) 
zurückzuführen, seine positive Wendung. Die Aufgabe muß sein, die Arf- 
lösung der Gleichungen fünften Grades mit Hilfe eimer Ikosaedergleichung zu 
bewerkstelligen. Und hier mögen wir einen algebraischen und einen trans- 
zendenten Teil der Untersuchung unterscheiden. Der erstere Teil wird sich 
damit beschäftigen, aus den Wurzeln >,....:, einer vorgelegten Gleichung 
fünften Grades die Wurzel .x einer Ikosaedergleichung (1.) algebraisch zu- 
sammenzusetzen, den Parameter A der letzteren durch die Koeffizienten 
der Gleichung fünften Grades, bezw. die Quadratwurzel aus ihrer Diskri- 
minante, zu berechnen, endlich wieder die >,,...2, durch das . darzustellen. 
Der transzendente Teil aber wird die Aufgabe haben die Wurzel x der Iko- 
saedergleichung aus dem Parameter X durch unendliche Prozesse zu be- 
rechnen. Dies gelingt genau so durch Aypergeometrische Reihen wie die 
transzendente Auflösung der Gleichung (2.) durch die binomische Reihe. 

In den „Vorlesungen über das Ikosaeder“ ist insbesondere nachgewiesen, 
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daB alle algebraischen Untersuchungen, die man zum Zwecke der Auflösung 
der allgemeinen Gleichungen fünften Grades angestellt hat, Umschreibungen 
des vorgenannten algebraischen Problems sind. Der transzendente Teil der 
Aufgabe wird nur mehr gestreift. Es wird aber klar ausgesprochen, welche 
Bewandtnis es mit der sogenannten Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades durch e/lptische Funktionen hat. Ich beziehe mich hier auf meine 
ausführlichen anderweitigen Darlegungen, die u.a. in die von Fricke und 
mir bearbeiteten Jorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
(Leipzig 1890, 1892) eingearbeitet sind. Zwischen der Transformation 
fünfter Ordnung der eiliptischen Funktionen und der Ikosaedertheorie besteht 
ein notwendiger Zusammenhang. Setzt man in (1.) für A die absolute In- 
variante ./ der elliptischen Modulfunktionen, so bekommt die Ikosaedergröße 
x die einfache Bedeutung des „Hauptmoduls der Hauptkongruenzgruppe 
fünfter Stufe“. Alle Arten, die Auflösung der Gleichungen fünften Grades 
mit den elliptischen Funktionen in Zusammenhang zu bringen, beruhen auf 
diesem Fundamentalsatz. Insbesondere läßt sich x selbst durch elliptische 
$-Reihen darstellen; es ist eine Formel von prinzipieller Einfachheit; man hat 
(wenn ich der Kürze halber die Jacobischen Bezeichnungen gebrauchen darf): 


u u 
Rn K 1‘) 


4 A q°) | 


Die Benutzung dieser Formel zur Auflösung der Ikosaedergleichung (oder ahn- 
licher Formeln zur Auflösung irgendwelcher Resolnenten der Ikosaedergleichung) 
st aber genau so eın Umweg, wie die Lösung der reinen Gleichung (2.) durch 


Logarıth men: 


(4.) — log X 


=e s 

K' > , 
Muß man doch zuerst — bezw. log A aus A berechnen, ehe man die 
Formeln (3.), (4.) anwenden kann. Die Bedeutung der Formeln für die 
Auflösung ist höchstens eine praktische, falls man nämlich eine Logarithmen- 
tafel bezw. eine Tafel der elliptischen Perioden Ä, Ä’ besitzt. Man möge 
also endlich aufhören, sıch so auszudrücken, als wenn die Benutzung 
der elliptischen Funktionen das Wesentliche an der Theorie der Gleichungen 


fünften Grades ware. Diese Ausdrucksweise ist nur ein Residuum der 
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zufälligen historischen Entwicklung: die 'T'ransformationstheorie der ellipti- 
schen Funktionen hat den ersten Anstoß gegeben, gewisse einfache 
algebraische Gleichungen aufzustellen (die Modulargleichungen und 
Multiplikatorgleichungen für den fünften "T'ransformationsgrad), die der Iko- 
saedergleichung nahe verwandt sind. 

So viel über die Einführung des Ikosaeders in die Theorie der 
Gleichungen fünften Grades im allgemeinen. Ich muß mich nunmehr ganz 
auf die algebraische Seite der Aufgabe beschränken. Und hier habe ieh 
vor allen Dingen einen fundamentalen Satz betr. die Ikosaedersubstitutionen 
zu erwähnen, der in der Folge besonders wichtig wird. Man kann von der 
Ikosaedersubstitution der in (1.) auftretenden Unbekannten x zu homogenen 
Substitutionsformeln übergehen (indem man . in den Substitutionsformeln 
überall durch x,:., ersetzt und Zähler und Nenner in zweekmäßiger Weise 
trennt), Wählt man dabei die Determinante der entstehenden binären Sub- 
stitutionen gleich 1, so hat man 120 binäre Substitutionen: speziell entsprechen 
der identischen Substitution ’—=.r die beiden 


(5.) nur Ben BR en, =—n. 

Und nun «st es auf keine Werse möglech (auch nicht, wenn man den Wert 
der Determinante abändert), aus solchen homogenen Substitutionen eine mit der 
nicht homogenen Substitutionsgruppe tsomorphe Gruppe zusammenzusetzen, die 
weniger als 120 Substitutionen enthrelte. er Isomorphismus zwischen der 
Substitutionsgruppe des « und derjenigen der x,, «©, ist also notwendig ein 
meroedrischer! Dieser fundamentale Satz, der etwas abstrakt klingt, gibt der 
algebraischen Theorie der Gleichungen fünften Grades ihre eigentümliche 
Form, wie sofort näher darzulegen ist. Bemerken wir vorab, daß derselbe 
nicht etwa schwer zu beweisen ist. Auf S. 46, 47 der „Vorlesungen“ 
ist er darauf zurückgeführt, daß die Gruppe der nicht homogenen Ikosaeder- 
substitutionen u. a. sogenannte Vierergruppen enthält und daß für diese Vierer- 
gruppen bereits der entsprechende Satz gilt. Nehmen wir, um dies einzusehen, 
die einfachste Darstellung der nicht homogenen Vierergruppe, wie sie durch 
folgende vier Substitutionen gegeben ist: 


u 
Sr 
1 
Un 


(6.) aan 
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Hier sind II, Ill, IV Substitutionen von der Periode 2 und es ist zugleich 
(7.) II II IV=1I. 


Will man jetzt zu einer holoedrisch isomorphen Gruppe homogener Sub- 
stitutionen übergehen, so hat man I jedenfalls durch 


% = $,, ne, 
zu ersetzen, II, Ill, IV aber durch 
II: S, +5; =th, 
HM: St Zuati, 
IV: s=FS5, S8=#5 


(wo in der einzelnen Horizontale je nach Belieben die oberen oder die unteren 
Vorzeichen zu nehmen sind). Aber wie man hier auch die Vorzeichen 
wählen möge, die hier eingeführten Substitutionen Il, IT, IV’ haben je die 


Determinante (—1), und es kann also unmöglich 
ir IE IV] 


sein, wie es doch nach (7.) bei holoedrischem Isomorphismus der Fall sein 
mübte! Wir werden, nach dem so Bewiesenen, fortan unter den homogenen 
Ikosaedersubstitutionen kurzweg die 120 binären Substitutionen von der 
Determinante +1 verstehen, welche den 60 nicht homogenen Substitutionen 
des © entsprechen. 


Ich werde nunmehr das zentrale Problem, dessen Erledigung uns 


obliegt, folgendermaßen formulieren: man soll aus frei veränderlichen fünf 


Großen Ss 235 I, 945 5 (den Wurzeln der Gleichung fünften (rades) eine 
Funktion x (215... 2,) zusammensetzen, die bei den 60 Vertauschungen der 2 
die 60 Ikosaedersubstitutionen erleidet. Aus unserem fundamentalen Satz folgt 
sofort, daß es eine derartige rationale Funktion von fünf frei veränderlichen 
Größen > nieht gibt (Vorles. S. 255). Man schreibe nämlich, indem man 


. . » Y:.: 4(2,,..- » 
in teilerfremde Polynome als Zähler und Nenner spaltet: AT Die 


2,) 
Ww(2,,...2,) 


so eingeführten y, y würden sich bei den 60 Vertauschungen der > not- 
wendig homogen linear substituieren. Dabei würden diese homogenen Sub- 
stitutionen den Ikosaedersubstitutionen des x einzeln entsprechen; man hätte 
also eine mit den unhomogenen Ikosaedersubstitutionen holoedrisch isomorphe 
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Gruppe binärer Substitutionen, und eine solche Gruppe existiert nicht, wie 
wir sahen. 

Die gesuchte Funktion 1 13 Ar 85) mu also von ıhren Argum ten 
algebrarsch abhängen. Und damit sind wir in das Gebiet derjenigen 
Irrationalitäten der Gleichungstheorie geführt, die ich in meinen Vorlesungen 
(S. 158, 159) akzessorische nenne, weil sie zu den unmittelbar vorhandenen 
Irrationalitäten (den rationalen Funktionen der 2) — mit denen es die 
(raloıssche Gleichungstheorie nach ihrer gewöhnlichen Formulierung allein 
zu tun hat — als etwas Neues hinzutreten. Über die Leistungsfähigkeit 
dieser akzessorischen Irrationalitäten wissen wir vorläufig nichts allgemeines. 
Wir sind vielmehr im einzelnen Falle auf tastende Versuche angewiesen. 
Sicher wird man bei der Auflösung irgend welcher höheren Gleichung nur 
solehe akzessorische Irrationalitäten zulassen wollen, die sich aus den 
symmetrischen Funktionen der Gleichungswurzeln, ev. den vorgegebenen 
Affektfunktionen dureh niedrigere Gleichungen berechnen. Bei den Gleichungen 
fünften Grades, die wir hier behandeln, gilt neben den symmetrischen Funk- 
tionen der 2 auch deren Differenzenprodukt (die Quadratwurzel aus der 
Diskriminante) als bekannt. Der Erfolg zeigt, daß wir in manmigfacheı 
Weise ein "ON den Z kosaedrisch abhangendes np konstrmeren können. sobald 
wir nur die (Auadratwurzel aus einer geergneten rationalen Funktion dieser 


(rößen adjungieren wollen.) Die zweierlei Methoden zur Auflösung der 


10° 
Gleichungen fünften Grades, welche ich in meinen „Vorlesungen“ gebe, 
unterscheiden sich nur durch den Platz, den sie der Adjunktion dieser 
akzessorischen Quadratwurzel anweisen. Bei der ersten Methode wird die 
akzessorische Quadratwurzel (indem man die Gleichung fünften Grades durch 
eine 'T'schirnhaustransformation in eine sogenannte Hauptgleichung fünften 
Grades verwandelt, d.h. eine Gleichung, bei der die Summe der Wurzeln 
und die Summe der Wurzelquadrate verschwindet) vorweggenommen. Bei 
der zweiten Methode wird zunächst ein Schritt auf das Ikosaederproblem zu 
getan und dann erst die akzessorische Quadratwurzel adjungiert. Wie bereits 

*) Hierzu kommt dann noch die fünfte Einheitswurzel e=e°, die in den Iko- 
saedersubstitutionen immerzu auftritt und die bei der Bildung eines geeigneten x dem- 
entsprechend jedenfalls zu benutzen ist. Zählen wir sie, wie man streng genommen 
tun müßte, mit zu den akzessorischen Irrationalitäten, so hat man akzessorische Irra- 
tionalitäten in der Gleichungstheorie von Anfang an, nämlich schon bei der Reduktion 
der zyklischen Gleichungen auf reine Gleichungen. 
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in der Einleitung gesagt, bevorzuge ich hier diese zweite Methode, indem 
ich ihre einzelnen Schritte in einer solchen Weise fuormelmäßig exponiere, 
daß sich der ganze Ansatz hernach in sinngemäßer Weise auf die Gleichungen 
sechsten Grades übertragen läßt. 


Hier in numerierter Reihenfolge die wesentlichen Überlegungen (der 
zweiten Methode): 

1. Wenn die «,, , die homogenen binären 120 Ikosaedersubstitutionen 
erleiden, so erfahren die Quadrate und Produkte 


> 


FE U 
ihrerseits nur 60 homogene ternäre Substitutionen von der Determinante 1 
(deren Gruppe den 60 nieht homogenen Ikosaedersubstitutionen von — und 
damit den 60 geraden Vertauschungen der fünf Größen 2,,... 2; holoedrisch 
isomorph ist). 

2. Dasselbe gilt, nach den allgemeinen Grundsätzen der Invarianten- 
theorie, von den Koeffizienten einer in den x,, x, quadratischen binären Form. 
Ich werde eine solche Form hier, um unmittelbaren Anschluß an die (auch 


in meinen „Vorlesungen“ benutzte) Schreibweise von Kronecker und Breoscht 


zu haben, folgendermaßen bezeichnen: 
(8.) A, +2 A,2,0 — A,2;. 


Die A,, 24A,, — A, substituieren sieh nach der Ausdrucksweise der Invarianten- 
theorie zu den «7, 2, %, ©, kontragredbent. 

3. Wir schließen, daß es ohne weiteres möglich sein wird, aus irgend 
vorgegebenen fünf Größen 2,,...2, solehe rationale Funktionen zu bilden, 
welche bei den geraden Vertauschungen der z sich genau so substituieren, 
wie die 4,, A,, A,. In der Tat habe ich in der bereits in der Einleitung 
genannten Arbeit aus Bd. 15 der Mathematischen Annalen einen allgemeinen 
Ansatz gegeben, demzufolge man immer, wenn zwei Größenreihen (hier die 
: und die A) holoedrisch isomorphe homogene lineare Substitutionen erleiden, 
aus den Größen der einen Art in mannigfachster Weise rationale Funktionen 
zusammensetzen kann, die sich wie Größen der zweiten Art substituieren. 


4. Wir reproduzieren hier nicht diesen allgemeinen Ansatz (was unnötig 
weitläufig wäre), sondern geben hier gleich die abgekürzte Form, in die er 
sich bei unserem speziellen Problem zusammenziehen läßt und in der er 








nu 
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mit den auf Gleichungen fünften Grades bezüglichen Entwicklungen von 
Kronecker und Drioscht in unmittelbaren Kontakt tritt. Es handelt sich um 
folgende Punkte: 

4a. Man kann aus den z,,2, sechs quadratische Ausdrücke bilden: 


dir 


/£ PS a 5 
(9.) } oO) ” Udy, g L, + TU, «la jr g” LI), (& u € vv V,1,3 3 + 


die sich bei den Ikosaedersubstitutionen mit gewissen (hier nicht näher an- 
zugebenden) Zeichenwechseln vertauschen. 
4b. Sei ferner v(2,,...2;) eine rationale Funktion der :, die bei der 
zyklischen Vertauschung der in natürlicher Reihenfolge genommenen = un- 
geändert bleibt. Wir bilden uns die Differenz 
v (2,2, 23242,)— v(2,24232,2,) 
und erheben sie ins Quadrat. Wir haben dann eine „metazyklische“ Funktion, 


die ”, heißen soll, während die fünf weiteren Werte, die aus ihr durch die 


geraden Vertauschungen der 2 entstehen, in geeigneter Reihenfolge mit ”, 


bezeichnet werden mögen (v=0,1,2,3,4). Man kann dann die Vorzeichen 
der verschiedenen v so wählen, daß sich die 


(10.) u, WR 1,2,3,%) 


bei den geraden Vertauschungen der z genau so, namlich auch mit denselben 
Zeichenwechseln, Iimear substitiweren, wie die Ausdrücke (9.) bei den korre- 
spondierenden Ikosaedersubstitutionen der x,, %,. 

4c. Wir schließen, daß die folgende Form der > und der « 


11) 2eld=Vbu natur era) 


ungeändert bleibt, wenn man auf die > die geraden Vertauschungen und gleich- 
zeitig auf die x,, 2, die korrespondierenden Ikosaedersubstitutionen ausübt. 
4d: Wir setzen jetzt, in Übereinstimmung mit (8.): 


Lz\a)= A,ai + 2 A, — A,r% 
und finden durch Vergleich: 
24=V5-u„+Fu, 
(12.) ı A=2®e.u, 
| A=8rr.u. 
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Hiermit haben wir in der Tat aus den z,,...2, Größen Ay, A}, A; 
zusammengesetzt, die sich bei den geraden Vertauschungen der x ın der ge- 
wollten Weise ternar substitweren. 

5. Wir werden das hiermit erreichte Resultat in der Folge gelegentlich 
dahin kurz aussprechen, daß wir sagen: wir haben den 2,,...2, eine 
juadratische binäre Form (8.) „kovariant“ zugeordnet. Die Diskriminante 
von (8.): 

(13.) A=4,+4,4, 


ist als binäre Invariante dabei eine solche Funktion der z,,...2,, die sich 
bei den geraden Vertauschungen der > nicht ändert; sie ist also eine rationale 
Funktion der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung fünften Grades und 
der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante. 

6. Nun ist aber doch das Ziel, den >,,... 2, nicht eine quadratische 
Form oder ein „Punktepaar* des binären Gebietes: 


(14.) A +2 A — A=0 


. . «dd . . . 
sondern einen Quotienten ', einen „Punkt“, kovariant zuzuordnen. Wir 
machen dies in einfachster Weise, indem wir die quadratische Gleichung 
14.) auflösen und dementsprechend schreiben: 


(15.) © _,_—4+V45+4,4, 


\ , % A ? 
) i ı 


iv Fermit haben wir unsere zentrale Aufgabe gelost: aus den Sy ee. 95 
em solches tv zusammenzuselzen, welches hei den geraden Vertauschungen der 

die Ikosaedersubstitutionen erleidet. Man beachte, daß die A,, A,, A, nach 
Nr. 4d rationale Funktionen der : sind, bei deren Konstruktion keine andere 
Irrationalität als die fünfte Einheitswurzel «= benutzt ist. Und unter der 
(Juadratwurzel steht (nach Nr. 5) eine solche Verbindung der .,, A,, A,, die 
sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht ändert. Wir sınd also 
mul Hılfı solcher akzessorischen Irrationalitaten sum Ziele gekommen, die INnan 
in der Theorıe der (Grlerchungen fünften (rrades füglich als niedere Irratio- 


nalıtaten bezeichnen wird. 


S. Wie man nun weiter den Parameter X der Ikosaedergleichung, 
der unser . (15.) genügt, als Funktion der Koeffizienten der Gleichung 
fünften Grades, deren Wurzeln die z,,..., sind, bezw. der Quadratwurzel 
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aus ihrer Diskriminante berechnet, und wie man schließlich die = mit Ililfe 
der Koeffizienten und der adjungierten Quadratwurzeln durch das .v rational 
darstellt, also die Gleichung fünften Grades mit Hilfe der Ikosaeder- 
gleichung wirklich auflöst, möge hier, unter Verweis auf die „Vorlesungen“, 
unerörtert bleiben. 

9. Wohl aber möge noch zusammenfassend klar hervorgehoben werden, 
wieso man mit Fug und Recht von einer so gewonnenen .Iuflösung der 
Gleichungen fünften Grades reden kann. Es ist nicht nur eine lteihenfolge 
von Schritten angegeben, die man im gegebenen Falle numerisch würde 
durchlaufen können, so daß man die Zahlenwerte der 2,,... 2. tatsächlich 
erhält, es ist vielmehr auch eine volle funktionentheoretische Einsicht in 
die innere Natur des Auflösungsproblems erreicht. Schließlich sind doch 
die 21,...2, die verschiedenen Zweige einer von den Koeffizienten der 
Gleichung fünften Grades abhängigen fünfwertigen algebraischen Funktion 
von zunächst sehr unübersichtlicher Bauart. JMese fünf Zweige werden 
in demjenigen Rationalitätsbereiche, der durch die Koeffizienten der Gleichung 
fünften Grades, die (uadratwurzel aus ihrer Diskriminante und die zu adjun- 
gterenden akzessorischen Irrationalitäten gegeben wird, durch ewme emzige, nur 
von einem, dem Rationalıtätsbereiche angehörigen, Parameter abhängıge höhere 
Irrationalıtat durchsichtigster Bauart. die Ikosaederirrationalitat, rattonal dar- 
gestellt. — 

Ich möchte an dieser Stelle noch eine mehr persönliche Bemerkung 
über die Beziehung meiner Arbeiten über die Gleichungen fünften (Grades 
zu denjenigen von Äronecker einschalten, — um so lieber, als Sie ja, hoch- 
geehrter Herr Kollege, über die Kroneckerschen Manuskripte verfügen und 
dadurch in der Lage sind, meine Angaben in authentischer Weise zu ver- 
vollständigen. Aronecker und Briosch' haben bekanntlich in ihren ersten 
Arbeiten über Gleichungen fünften Grades (aus dem Jahre 1858) gerade 
dieselben Größen A,, A,, A, benutzt, die ich vorhin (in Nr. 4b) angebe: 
sie haben dann die Gleichung sechsten Grades konstruiert, der {=54)j 
genügt und die Brioscht wegen ihres engen Zusammenhangs mit gewissen 
von Jacobi für die Transformation der elliptischen Funktionen aufgestellten 
Gleichungen eine ‚Jacobische Gleichung nennt: sie haben endlich angegeben, 
daß man durch Adjunktion einer Quadratwurzel zu einer Gleichung mit nur 
einem Parameter gelangen kann. Diese Quadratwurzel bezeichnet eine 
akzessorische Irrationalität, die der in Formel (15.) benutzten gleichwertig 
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ist. Weiterhin stellte dann Aronecker (1861) den fundamentalen Satz auf, 
den ieh in meinen „Vorlesungen“ als Aroneckerschen Satz bezeichne und mit 
dessen Darlegung und Beweis ich meine „Vorlesungen“ kröne: den Satz, 
dap es unmöglich sei, ohne Heranziehung akzessorischer Irrationalitdten won 
der allgemeinen Gleichung fünften Grades eine Resolvente mit nur einem 
Parameter zu bilden. Jlch beweise diesen Satz l. c. wie vorher (1877) im 
12. Bande der Mathematischen Annalen, indem ich mich auf die oben be- 
sprochene Eigenschaft der Ikosaedergruppe berufe, beim Übergang zur 
homogenen Schreibweise ihre Substitutionen mindestens zu verdoppeln; mein 
erster Beweis, den ich 1877 in den Berichten der Erlanger physikalisch- 
medizinischen Sozietät gab (Sitzung vom 13. Januar), war noch wesentlich 
umständlicher. Ich habe nun vor 24 Jahren (Ostern 1881) Gelegenheit 
gehabt, mit Aronecker über diese Dinge ausführlich zu sprechen. Es ergab 
sich, daß Aronecker bei seinen Untersuchungen die lkosaedersubstitutionen, 
denen er doch so nahe gekommen war, nicht gekannt und dementsprechend 
für seinen Hauptsatz keinen ausreichenden Beweis gefunden hatte! Es ist 
dies, wie ich meine, eine auch unter allgemeinen Gesichtspunkten sehr 
bemerkenswerte Tatsache. Denn sie bestätigt an einem besonders interessanten 
Falle, was Ga@uß so oft hervorhebt: daß die Auffindung wichtigster mathe- 
matischer 'T'heoreme vielmehr Sache der Intuition als der Deduktion ist und 
dab die Herstellung der Beweise ein von der Auffindung der 'T’heoreme 
sehr verschiedenes Geschäft ist. Ich bin später mit Äronecker auf den 
Gegenstand nie zurückgekommen, hörte aber vor einigen Jahren, dab 
Kronecker nach dem Erscheinen meiner „Vorlesungen“ in einem Kolleg über 
die Auflösung der Gleichungen fünften Grades zur lkosaedertheorie Stellung 
genommen habe. Es würde mich (und jedenfalls auch andere Mathematiker) 
sehr interessieren zu erfahren, was in den hinterlassenen Papieren von 
Kronecker über diese Dinge enthalten sein mag, und ich möchte also den 
Wunsch an Sie richten, das einschlägige Material zu sichten und bald zu 
publizieren. — 

Ein neuer Beweis des ÄAroneckerschen Satzes ist bekanntlich von 
Herrn (ordan in Bd. 29 der Mathematischen Annalen gegeben worden 
(1887: Über biquadratische Gleichungen*)). Derselbe ist insofern einfacher zu 


*) Man vergleiche auch die Darstellung des Gordanschen Beweises in den Lehr- 
büchern der Algebra von Weber und von Netto. 
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lesen als der meinige, als er auf eine explizite Kenntnis der Ikosaeder- 
substitutionen nirgends Bezug nimmt. Trotzdem hängt derselbe, wie ich 
hier bemerken möchte, mit dem Grundgedanken meines Beweises auf das 
genaueste zusammen. Wir beide benutzen im Anschluß an eine Entwicklung 
von Herrn ZLüroth einen Hilfssatz, der sich folgendermaßen formulieren 
läßt: Wenn eine Gleichung »-ten Grades mit frei veränderlichen Wurzeln 
1, 2a, 2, eine rationale Resolvente mit nur einem Parameter besitzen soll, 
dann muß es eine rationale Funktion x der Wurzeln 2,,...2, geben, die 
sich bei den zur Galorsschen Gruppe der Gleichung gehörigen Vertauschungen 
der z linear mit konstanten Koeffizienten transformiert. Wir benutzen ferner 
semeinsam die Überlegung, daß sich diese Gruppe linearer Substitutionen 
beim Übergang zur binären Schreibweise in eine holoedrisch isomorphe 
Gruppe binärer linearer Substitutionen umsetzen lassen muß. Natürlich muß 
diese Gruppe andererseits mit der @Galorsschen Gruppe der vorgelegten 
Gleichung modulo einer ausgezeichneten Untergruppe der letzteren isomorph 
sein. Jetzt habe ich auf S. 44—47 meiner „Vorlesungen* den Satz gegeben, 
daß nur folgende Gruppen linearer Substitutionen einer Veränderlichen sich 
holoedrisch isomorph in die binäre Form umsetzen lassen: 1. Die zykli- 
schen Gruppen. 2. Die Diedergruppen von ungeradem ». Es folgt, daß 
eine (Gleichung n-ten Grades mat frei veränderlichen Wurzeln <1s ur 
dann eine rationale Resolnente mit nur einem Parameter zulapst die dann 
sofort in eine reine Gleichung, bezw. eine Diedergleichung von ungeradem v 
umgesetzt werden kann), wenn ıhre Galoissche Gruppe modulo einer ans- 
gezeichneten Untergruppe zu einer zyklischen Gruppe oder einer Dieder- 
gruppe von ungeradem n ısomorph ıst. Eine zugehörige NResolvente mit 
nur einem Parameter läßt sich dann nach den Prinzipien von Ann. 15 
auch gleich aufstellen. Der so ausgesprochene allgemeine Satz umfaßt 
nun sowohl den Gordanschen als meinen Beweis des Aroneckersehen Satzes, 
Mein Beweis erledigt sich in der Tlat durch den Hinweis, daß die Gruppe 
einer Gleiehung fünften Grades mit adjungierter Quadratwurzel aus der 
Diskriminante einfach ist und die ihr holoedrisch isomorphe Ikosaedergruppe 
linearer Substitutionen einer Veränderlichen nicht unter die Voraussetzungen 
unseres Satzes fällt. Der Gordansche Beweis dagegen benutzt, wenn ich 
ihn recht verstehe, die selbstverständliche Tatsache, daß die betr. Gruppe 
wie jede Gruppe sich selbst als ausgezeichnete Untergruppe enthält. Modulo 
dieser Untergruppe ist sie zur Identität kongruent. Und die identische 
21* 
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Substitution fällt unter die Voraussetzung unseres Satzes. Es gibt also in 
der 'Tat Resolventen mit einem Parameter, die aber für die Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades gänzlich unbrauchbar sind, nämlich lineare, 
deren Wurzel eine solche Funktion der 2,,... 2, ist, welche bei den geraden 
Vertauschungen der x ihren Wert überhaupt nicht ändert! Aber andere 
(rationale) Resolventen mit nur einem Parameter gibt es nicht, oder besser: 
jede rationale Resolvente unserer Gleichung fünften Grades mit nur einem 
Parameter ist linear und also unbrauchbar. — 


So viel über die Ikosaedersubstitutionen und die durch sie vermittelte 


Auflösung der Gleichungen fünften Grades. An Stelle der „unären* Substi- 
ink 


tutionen @’=e " x, welche die Wurzeln einer reinen Gleichung unter einander 
verknüpfen, sind „binäre“ lineare Substitutionen zweier homogenen Variabeln 
%,,.0%, getreten. Und hiermit ist zugleich der Weg zu neuen Verallgemeine- 
rungen geöffnet. Man hat einfach Gruppen linearer Substitutionen mehrerer 
homogener Variabeln heranzuziehen! Ich kann hier unmöglich die Über- 
legungen wiederholen, die ich in dieser Hinsicht zuerst im 15. Bande der 
Mathematischen Annalen gab (l. ec. 1879), oder die Ausführungen nennen, 
die sich später daran geschlossen haben. Es genüge, diesbezüglich auf 
IIebers Lehrbuch und auf den ebenfalls bereits zitierten Enzyklopädieartikel 
von Wiman zu verweisen.”) Wir denken uns in der Folge eine Glechung 
sechsten Grades nebst der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante gegeben, 
deren (ralorssche Gruppe also aus den 360 geraden Vertauschungen der 
Wurzeln 2,,2,...2, besteht. Es wird darauf ankommen, die kleinste Zahl 
homogener %,,%,...2„ zu benutzen, bei denen eine mit diesen 360 Ver- 
tauschungen isomorphe Gruppe linearer Substitutionen möglich ist. Erwiese 
sich dieser Isomorphismus als holoedrisch, so würden wir nach der Vorschrift 
von Bd. 15 sofort rationale Funktionen der 2,, 25, ... 2; hinschreiben können, 
die sich bei den 360 geraden Vertauschungen der z wie die &,,..., linear 
substituierten. Aber es zeigt sich, daß auch hier (wie bei den Gleichungen 
fünften Grades) der Isomorphismus ein meroedrischer ist, so daß wir vor die 
Frage gestellt werden, ob wir, bezw. wie wir mit Hilfe niederer akzesso- 
rischer Irrationalitäten überhaupt durchkommen ? 


*) Eine übersichtliche erste Orientierung gibt auch der Vortrag IX meines ge- 
legentlich der Weltausstellung in Chicago gehaltenen Kranston Colloguium (Macmillan, 
New-York, 1594). 
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Einen ersten Ansatz zur Erledigung der so formulierten Fragestellung 
habe ich in Band 28 der Mathematischen Annalen gemacht (Zur Theorie 
der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades). Dab es eine 
ternare Gruppe linearer Substitutionen geben sollte, die mit den 360 geraden 
Vertauschungen von 6 Dingen isomorph wäre, schien damals, auf Grund der 
vorläufigen Untersuchung dieser Frage dureh Herrn €. Jordan, ausgeschlossen; 
eine solche Gruppe wurde erst 1889 von Herrn lalentiner entdeckt (Bd. 6 
der Serie V der Abhandlungen der Dänischen Akademie: Dr endelige Trans- 
formations-Gruppers Theori) und nach Struktur und zugehörigen funda- 
mentalen Invarianten zum ersten Male von Herrn Woman 1895 untersucht 
(Math. Ann. Bd. 47: Über eine einfache (Gruppe von IbO ebenen Collineationen), 
Ich habe mir also damals für die allgemeine Gleichung sechsten Grades 
und zugleich auch für die allgemeine Gleichung siebenten Grades eine 
isomorphe Gruppe quaternärer Kollineationen konstruiert, und habe gezeigt, 
daß man bei der Zurückführung der allgemeinen Gleichungen sechsten und 
siebenten Grades auf die entsprechenden quaternären Gleichungsprobleme 
je mit zwei akzessorischen Quadratwurzeln ausreicht.”) 

Der hiermit gegebene Ansatz ist nun, was die Gleichungen sechsten 
Grades angeht, auf die wir uns hier beschränken, ”) seıt der Entdeckung der 
Valentinergruppe bis auf weiteres überflüssiy geworden. Ich bemerke dies 
ausdrücklich, weil hier die Stelle ist, wo Herr Lachtin, wie zu Eingang 
dieses Briefes erwähnt, einen unnötigen Umweg macht. Um nämlich die 
Gleichungen sechsten Grades mit der Valentinergruppe in Verbindung zu 
bringen, geht Herr Lachtın durch die in Bd. 28 der Mathematischen Annalen 
gegebene Entwicklung hindurch. Dies ist nieht uninteressant”””) aber für den 


*) Die Gruppe, welche ich 1. c. für die Gleichungen sechsten Grades in Vorschlag 
bringe, enthält sogar 720 Kollineationen, so daß es bei ihrer Benutzung nicht nötig ist, 
die Quadratwurzel aus der Diskriminante der Gleichung sechsten Grades vorab zu adjun- 
gieren. Dagegen umfaßt die Gruppe, welche den Gleichungen siebenten Grades entspricht, 


7! 


nur „ = 2520 Kollineationen. 


**) Für die Gleichungen siebenten Grades bleibt der quaternäre Ansatz bestehen: 
es ist aber unmöglich, die hierauf bezüglichen interessanten Fragen im. Texte weiter 
zu verfolgen. 

***) Herr Lachtin bemerkt, daß sich bei der quaternären Gruppe die Flächen 
zweiten Grades im Raume ganz ähnlich linear vertauschen, wie bei der Valentinergruppe 
die Kurven dritter Ordnung in der Ebene. Von hier aus kann man (wie beiläufig bemerkt 
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nächsten hier zu erreichenden Zweck keineswegs notwendig. Der Übergang 
von den Gleichungen sechsten Grades zur Valentinergruppe, wie ich ihn in 
meiner römischen Note von 1899 andeutete und den ich jetzt ausführlicher 
exponieren will, bedarf der Anlehnung an die quaternäre Substitutionsgruppe 
in keiner Weise. Der Deutlichkeit halber will ich die in Betracht kommen- 
den Überlegungen wieder in eine Reihe von Nummern spalten, deren Auf- 
einanderfolge die Analogie mit dem oben bei den Gleichungen fünften Grades 


befolgten Gedankengange deutlich hervortreten läßt. Folgendermaßen: 

1. Die Aufgabe ist, aus frei veränderlichen sechs Größen 2,2%,...% 
solche drei Funktionen x,, %,, 2, zusammenzusetzen, deren Verhältnisse bei 
den 360 geraden Vertauschungen der z die 360 Kollineationen der Valen- 
tinergruppe erleiden. 

2. Nun hat bereits Herr Wrman 1. e. bemerkt, daß sich die Anzahl 
der Valentineroperationen, wenn man von den Kollineationen der Ebene zu 
den entsprechenden ternären linearen Substitutionen übergeht, mindestens 
verdreifacht. Es ist also von vornherein ausgeschlossen, daß die gesuchten 


2,,2%,,., rationale Funktionen der 2,,2,,... 2, sein könnten. 


3. Wir wollen die homogenen Valentinersubstitutionen fortan so fixieren, 
daß ihre Determinante durchweg gleich Eins ist. Ihre Zahl beträgt dann 
genau 3.360 — 1080 und es entsprechen der identischen Kollineation die 
drei Substitutionen: 


(16. Mer. Bel bl. U=e3 ;v=0,1,2) 
\ ı—/ Ay a) 3 3 


4. Wir bemerken jetzt, daß bei diesen 1080 homogenen Substitutionen 
die zehn Glieder dritter Ordnung, die man aus den x aufbauen kann: 


h. he s 
ds Ujdayoee 


sei) ohne besondere Mühe zu derselben Form 2 gelangen, die ich unten unter (19.) mit- 
teile. Man hat nur zu beachten, daß die Wurzeln z,, 2,,... 2, der Gleichung sechsten 


Grades, und ebenso deren Quadrate 27,z},...2; nach den Entwicklungen von Bd. 25 im 
haume einen linearen Komplex festlegen, und daß diese beiden Komplexe zusammen mit 
dem ebendort eingeführten „Einheitskomplex* durch ihre gemeinsamen Linien eine Fläche 
zweiten Grades bestimmen. Irgend eine akzessorische Irrationalität tritt hierbei noch 
nicht auf. Es ist dann in keiner Weise nötig, sich beim Übergang vom Raum zur Ebene 
so, wie es Herr ZLachtin tut, auf die verhältnismäßig komplizierten Formeln zu beziehen, 
durch welche ich, in Bd. 28, den Wurzeln z,,...2, einen Raumpunkt zugeordnet habe. 
Also.auch in dieser Hinsicht kann der Ansatz von Herrn Lachtin noch abgekürzt werden. 





x 
Be 











Klein, über die Auflösung der (Gleichungen fünften und sechsten Grades. 167 


ihrerseits nur 360 lineare Substitutionen erleiden (deren Gruppe mit der 
Gruppe der geraden Vertauschungen der 2,,2,,...2;, holoedrisch isomorph 
sein wird). 

5. Wir bilden nun ferner eine beliebige kubische ternäre Form 


3 3 
Ant +30. 70, + 


(die, gleich 0 gesetzt, eine „Aurve dritter Ordnung“ in der Ebene der x dar- 
stellt. Die Koeffizienten @,,,, 3@,1, ... verhalten sich bei beliebigen linearen 
Substitutionen der ,,2%,., zu den 2,2%, ... kontragredient. Sie erleiden 
also bei den Substitutionen der Valentinergruppe ebenfalls genau 360 lineare 
Substitutionen, die mit den 360 geraden Vertauschungen der 2,,2,,... 2, ein- 
eindeutig zusammengeordnet werden können. 

6. Wir schließen hieraus, daß es ohne weiteres möglich ist. zehn 
rationale Polynome der frei veränderlichen Größen 2,,2,...%, zu bilden: 


- 1 f 


Pıiis Prraserrs 


welche sich bei den geraden Vertauschungen der : genau so substituieren, 
wie die 
I 


Ay Fury» 


bei den korrespondierenden Substitutionen der Valentinergruppe, — also den 
Wurzeln x, wie wir es kurz ausdrücken, in rationaler Weise eine Kurve 
dritter Ordnung kovarıant zuzuordnen. 

7. Um es anders auszudrücken: Man kann auf mannigfache Weise, 
ohne Benutzung akzessorischer Irrationalitäten,”) eıne von den z und x ab- 
hängıige, in den x kubische Form bilden: 


(17.) 22.21. 25) gu U +39 Hr; 


welche ungeändert bleibt, wenn man auf &,%%, die Valentinersuhstitutionen 
und gleichzeitig auf die z, ... 2, die korrespondterenden geraden Vertauschungen 
ausüht. | 

8. Was die wirkliche Herstellung einer solehen Form (2 angeht, so 
unterlasse ich wieder, den allgemeinen aber weitläufigen Prozeß heran- 
zuziehen, den ich für alle derartige Aufgaben in Bd. 15 der Mathematischen 


*) Abgesehen natürlich von den numerischen Irrationalitäten, welche in den 
Substitutionen der Valentinergruppe auftreten. Es sind dies (in Übereinstimmung mit 
den im "Texte folgenden Formeln (18.) usw.) die Quadratwurzeln Y—3 und }D. 
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Annalen gab, sondern entwickele, genau wie bei den Gleichungen fünften 
Grades an der entsprechenden. Stelle, eine abgekürzte Methode, die sich 
(im Laufe des vergangenen Winters) aus meiner Korrespondenz mit Herrn 
(rordan ergeben hat. Man hat folgende Beziehungen zu kombinieren: 

Sa. Bei den 360 Kollineationen der Valentinergruppe spielen, wie 
zuerst Herr Wirman nachwies, zwei Systeme von je sechs Kegelschnitten 
eine wichtige Rolle. Dre sechs Kegelschnitte jedes der beiden Systeme ver- 
tauschen sich bei den 360 Kollineationen auf 360 Weisen unter sich. 

Sb. Die Gleichungen dieser 2-6 Kegelschnitte sind (bei Zugrunde- 
legung eines geeigneten kanonischen Koordinatensystems) zuerst von Herrn 
(rerbaldı aufgestellt worden (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
t. XII, 1898: Sul gruppo semplice di 360 collineazioni prane, I: vergl. auch 
die bereits 1882 in den Atti di Torino, Bd. XVII, S. 358ff. veröffentlichte 
Note: Sm gruppt dı sei coniche in inwoluzione), Ich will hier die korre- 
spondierenden ternären quadratischen Formen, indem ich mich auf das eine 
System von 6 Kegelschnitten beschränke, nach dem Vorgange von Herrn 
(rordan gleieh mit der Determinante 1 ausstatten. Wir können dann schreiben: 


K=u4tjJa+tJ%, 
ie 
h,— a +74); 





tr V EB 34T B) ta t+an), 
18) HU rd +l2 3 2%), 
k. — + ns: ” (+04 %3) we >) (- 1,23 +2%32% — 222), 
k. EPs. hrs Rt ++ ed ee I) - 2-0 +20). 


Sc. Die A,,...i, sind durch die Forderung, daß ihre Determinante 
gleich 1 sein soll, nur je bis auf eine dritte Einheitswurzel bestimmt. In 
der Tat vertauschen sich auch die vorstehenden 4 bei den 1080 Valentiner- 
substitutionen unter Multiplikation mit geeigneten dritten Einheitswurzeln. 

Sd. Wir wollen nunmehr aus irgend drei der k: 


ke. k" j' 


eine in deren Koeffizienten trilineare Kovariante und eine desgl. Invariante 
bilden. — Als erstere wählen wir die Frnktionaldeterminante |k'k"k"|, die 
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bei Vertauschung zweier / ihr Vorzeichen wechselt. Als Invariante nehmen 
wir eine symmetrische Verbindung der Koeffizienten der drei /, nämlich 
denjenigen Ausdruck, der bei der Entwieklung der Koeffizientendeterminante 
der Form AA’+A"k" +4" mit 4%” multipliziert erscheint. Ich will 
denselben hier vorübergehend mit (44%) bezeichnen; es ist dies im vor- 
liegenden Falle eine einfache numerische Größe. 

8e. Wir bilden jetzt, für alle möglichen Tripel 4, 4", /%", den 


(Quotienten 
Kiki 
(RR) ' 


Man zeigt, dapß die 20 so erhaltenen Terme steh her den IO8SO0 Substituhionen 


der Valentinergruppe genau So unter en. Vorzerchenanderung verlauschen. u1E 


die 20 Differenzenprodukte 
Bu] m „mn Em " 
2") @"- 2) (@-2") 


bei den korrespondierenden geraden Vertauschungen der 2. 
Sf. Daher haben wir in der über alle T'ripel erstreckten Summe 


</,N „m rm Ba o N pr 
(19.) (2 re. )(2 —.)(7—: REN 


ein einfaches Beispiel einer solehen Form 


o 


Oz in a u‘ 


wie wir sie in Nr. 7 suchten. 

Sg. Allgemeinere Beispiele (die wir im folgenden indes nieht brauchen) 
erhält man, wenn man in (19.) statt des Differenzenprodukts der :', 2", 2” 
irgend eine Determinante 


einsetzt. 
8h. Ordnen wir jetzt die Summe (19.) nach den sukzessiven Gliedern 
2, %%y,..., Indem wir wie in Formel (17.) schreiben: 


(20.) zS= 1 t39 2 int --- 


| “4 


so haben wir in «en us Pr, ... genau solche rationale Funktionen der 
2,0%, Wie wir sie in Nr. 6 suchten. 


Journal für Mathematik Bd. 129, Heft 2. 
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9. Es wird nun darauf ankommen, der Kurre dritter Ordnung 


(21.) 0 


(deren Koeffizienten rational von den x abhängen) einen Punkt x,:2,:x, unter 
Heranziehung möglichst niedriger akzessorischer Irrationalitäten ?» korarzianter 
Weise zuzuordnen. 

10. Die T'heorie der ebenen Kurven dritter Ordnung bietet hierzu 
verschiedene Möglichkeiten. Ich will hier der Kürze halber, wie ich es in 
meiner römischen Note tat, einen Wendepunkt der Kurve dritter Ordnung 
wählen. 

11. In der Tat verlangt die Bestimmung eines solchen Wendepunktes 
nach der bekannten Theorie von Hesse nur solche Irrationalitäten, welche 
man bei der Auflösung der Gleichungen sechsten Grades als niedere Irra- 
tionalitäten ansehen kann: Quadratwurzeln und Kubikwurzeln. (Die Einzel- 
heiten sollen hier unerörtert bleiben.) 

12. Andererseits ist der Wendepunkt mit der Kurve dritter Ordnung 
gewiß in kovarianter Weise verknüpft: wenn man auf die Kurve und den 
auf ihr gewählten Wendepunkt irgend eine Kollineation ausübt, so wird 
man auf der entstehenden neuen Kurve unter den neun überhaupt auf ihr 
vorhandenen Wendepunkten jedesmal einen bestimmten erhalten. Es gilt 
dies insbesondere von den 360 Kollineationen der Valentinergruppe. 

13. Wir denken uns jetzt in die Koordinaten &,:x,:.x, des von uns 
gewählten Wendepunktes statt der Koeffizienten 11, Pa, ... der Kurve dritter 
Ordnung ihre aus (20.) resultierenden Werte in den >,,..., eingetragen. 

14. Wenn wir in diesen Ausdrücken der 2,:%:7, die 2,,...2, be- 
liebig in gerader Weise vertauschen, erleiden sie die eindeutig bestimmten 
Kollineationen der Valentinergruppe. 

Wir schließen daraus, daß die rationalen Funktionen der z,,...%, 
welche nach Anbringung aller Reduktionen in den Ausdrücken der x,:2,:%, 
unterhalb der auftretenden Quadratwurzeln und Kubikwurzeln verbleiben, 
bei den geraden Vertauschungen der > ungeändert bleiben. Sie können also 
als rationale Funktionen der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung sechsten 
Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante dargestellt werden. 

15. Daher werden wir die bei der Ausrechnung des Wendepunktes 
erforderlichen Irrationalitäten mit Fug und Recht als akzessorische Irratio- 
nalitäten mwederen Charakters bezeichnen dürfen. 
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16. Wir haben also mit der Berechnung der Koordinaten x, :.1,:; 
eines Wendepunktes unserer (', in der T’at der Aufgabe entsprochen, auf die 
es hier ankam: aus den frei veränderlichen z unter Adjunktion akzessorischer 
Irrationalitäten elementaren Charakters Größen 2,:222, zu bilden, welche bei 
den geraden Vertauschungen der 14 die 360 NKollineatiohnen der Valentiner- 
gruppe erleiden. 

Dies ist die Ausführung des speziellen Inhaltes meiner römischen 
Note, welche ich hier zu geben dachte.) 

Man wird vielleieht noch eine genauere Auseinandersetzung der in 
Nr. 14 benutzten Schlußweise wünschen. Am einfachsten wäre es, an der 
Kurve (21.) die bekannten Gleichungen, die zur Bestimmung eines Wende- 
punktes einer Kurve dritter Ordnung führen, alle durehzurechnen und die 
Richtigkeit der Behauptung damit tatsächlich zu bestätigen. Im übrigen 
kann man, wie mir Herr Gordan bemerkt, die ganze Schwierigkeit der 
Schlußfolgerung folgendermaßen umgehen. Man stelle einfach die Gleichung 
neunten Grades auf, der die neun Werte genügen, welche eine absolute In- 
variante der Valentinergruppe (z. B. das sogleich zu nennende v) in den 
neun Wendepunkten annimmt! Diese Gleichung muß für älle 360 Kurven 
dritter Ordnung (welche dureh die Substitutionen der Valentinergruppe und 
also durch gerade Vertauschung der z aus einander hervorgehen) dieselbe 
sein. Ihre Koeffizienten sind also nach Wegwerfung gleichgültiger Faktoren 
selbst solche rationale Funktionen der =, welche sich bei den geraden Ver- 
tauschungen der = nicht ändern. Dabei kann der Affekt dieser Gleichung 
neunten Grades kein anderer sein, als der der ursprünglichen Wendepunkts- 
gleichung. Sie wird also ebenfalls durch Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
gelöst, unter denen dann aber selbstverständlicherweise nur solche rationale 
Funktionen der z stehen, die sich bei den geraden Vertauschungen der 2 
nicht ändern. Adjungieren wir jetzt einen der so resultierenden neun Werte 
unserer absoluten Invariante (also etwa des "), so wird sich aus ihm und 
der Gleichung (21.) der Kurve dritter Ordnung, bezw. der Gleichung ihrer 
Hesseschen Kurve, der zugehörige einzelne Wendepunkt x,:%,:x, rational 

*) Der Schlußsatz der Note ist beim Abdruck in den Rendiconti der Accademia 
dei Lincei durch eine merkwürdige Umstellung unverständlich geworden. Es soll heißen: 
„E cosi, col sussidio di irrazionalita accessorie, che si suole riguardare come elementare, 
si parviene alla ıneta.“ Statt dessen ist gedruckt: „E cosi, col sussidio di irrazionalitä 
accessorie, si parviene alla meta, che si suole riguardare come elementare.“ 


997% 
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berechnen. Und damit ist die Behauptung der Nr. 14, betreffend die bei 
der Berechnung des Wendepunktes erforderlichen Irrationalitäten, von selbst 
mit bewiesen, 

Die weitere Behandlung der Gleichungen sechsten Grades wird nun 
ohnehin in der Weise erfolgen müssen, daß wir für den herausgegriffenen 
Wendepunkt unserer Kurve dritter Ordnung die absoluten Invarianten der 
Valentinergruppe berechnen. Nach den Angaben von Herrn Wiman hat 
die Valentinergruppe drei niedrigste Invarianten: 

(22.) F,H,$ 


beziehungsweise von den Graden 6, 12 und 30 in den #,,%,2,. Aus ihnen 
setzen sich die beiden fundamentalen absoluten Invarianten zusammen, die 
ich im Anschlusse an die sogleich zu nennende Arbeit von Herrn Lachten 
hier mit = und «© bezeichne: 
(23.) u en w _. 

Tragen wir hier für @,:0,:2, die Koordinaten unseres Wendepunktes ein, 
so werden die ., rationale Funktionen der Koeffizienten der Gleichung 
sechsten Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante bezw. der 
zwischendurch eingeführten akzessorischen Irrationalitäten. Dre Berechnung 
der aaa, aus den somit bekannten vw, w ıst das Normalproblem, auf 
Ue [ches wir die Auflösung der Glerchungen sechsten (rrades reduzıeren. Es 
ist, sowie es nun vor uns steht, ein Problem mit zıwe: willkürlichen Para- 
metern, dadurch ausgezeichnet, daß sich alle seine 360 Lösungssysteme 
20,20, aus einem beliebigen derselben durch die 360 von vornherein 
bekannten Kollineationen der Valentinergruppe ergeben. Irgend eine Methode, 
die Parameterzahl mit Hilfe fernerer niederer Irrationalitäten auf Eins herab- 
zudrücken, ist nicht zur Hand. Versucht man beispielsweise dem Wende- 
punkte 2,:0,:2,, den wir auswählten, einen Punkt x,::2, der Kurve 
sechster Ordnung 0 in kovarianter Weise zuzuordnen und damit statt des 
Normalproblems (23.) das folgende zu setzen: 


24.) F’ = 0, f ae 


so stößt man bei dem gewöhnlichen Ansatze (Schnitt der Kurve F=0 mit 


einer vom Punkte x,:@,:2, kovariant abhängenden geraden Linie) auf eine 
Hilfsgleichung, die selbst wieder vom sechsten Grade ist! 
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Der Vollständigkeit wegen verlangen wir endlich noch Umkehr- 
formeln aufzustellen, d. h. die Wurzeln >,,...2, der vorgelegten Gleichung 
sechsten Grades durch das einzelne Lösungssystem #,:2,:., von (23.) und 
die als bekannt vorausgesetzten Größen rational zu berechnen. Alrermit ı5t 
der algebraische Teil der von uns hier zu skeizzierenden Auflösung der 
(Gleichungen sechsten Grades vollständig umschrieben. 

Der transzendente Teil aber wird verlangen, aus den Gleichungen 
(23.) die Le dyi.dz irgendwie durch unendlich: Prozesse wrrklich u berechnen. 
Einen ersten Ansatz hierzu macht Herr Lachtin in einer umfangreichen 
Arbeit, welche zuerst russisch (1901) im 22. Bande der Moskauer Mathe- 
matischen Sammlung und dann 1902 in deutscher Bearbeitung in Bd. 56 
der Mathematischen Annalen erschienen ist.) 

Schreiben wir: 


(29.) Yı —— | F r Ya — i F . Hz —# 


so erweisen sich die y als Lösungssystem von drei simultanen partiellen 
Differentialgleichungen, welche die drei zweiten Differentialquotienten 


durch die beiden ersten ( und E 7) und das y selbst linear ausdrücken. 
Herr Lachtin hat 1. c. gezeigt, daß die Koeffizienten dieser Ditferential- 
sleichungen rationale ganze Funktionen der absoluten Invarianten », »» sind, 
die gewisse angebbare Grade nicht übersteigen. Dagegen hat er die nume- 
rischen Koeffizienten dieser Polynome nicht ausgerechnet. Die hier ver- 
bleibende Lücke wird nun gerade durch die Arbeit des Herrn Gorden, auf 
die ich im Eingang dieses Briefes verweise, ausgefüllt. /n der Tat ıst es 
Herrn Gordan dort gelungen, die in Rede stehenden partu llen Diff: rentral- 
glerchungen explizite aufzustellen. Es ist damit ermöglicht, die Yıs Ya, Ya 
nach Potenzen von » und w oder auch von beliebigen linearen Funktionen 
von » resp. w in hkeihen zu entwickeln, und es kann dann nicht mehr 
schwer sein, die Bereiche zu bestimmen, in denen die verschiedenartigen 


- Die Differentialresolvent: einer algebraischen Gleichung sechsten Grades allge- 
meiner Art. (Mathem. Ann. Bd. 56, S. 445—481.) 
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so entstehenden Reihen konvergieren, — also das transzendente Problem ın 
direkter Weise zu lösen. 

Der Vollständigkeit wegen muß hinzugefügt werden, daß das spezielle, 
durch die Gleichungen (24.) vorgestellte Normalproblem bereits eingehender 
funktionentheoretisch diskutiert ist. Herr Fricke hat 1896 auf der Frank- 
furter Naturforscherversammlung die der Valentinergruppe entsprechende 
Zerlegung der zur Kurve F=0 gehörenden Zlremannschen Fläche (vom 
Geschlecht 10) in Fundamentalbereiche behandelt und eine nahe Beziehung 


derselben zur Zerlegung der Halbebene in Kreisbogendreiecke von den 
Winkeln 


bemerkt.”) Herr Lachtin hat dann 1898 im 51. Bande der mathematischen 
Annalen”“) diese Angaben bestätigt und die lineare Differentialgleichung 
dritter Ordnung aufgestellt, welcher — im Falle der Gleichungen (24.) — 
die mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Größen x, in bezug auf 
den Parameter ? genügen. 

Ich bin am Ende meiner Darlegungen. Die Analogie der vorge- 
schlagenen Auflösung der Gleichungen sechsten Grades mit der Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades durch die Ikosaedergleichung tritt, hoffe 
ich, überzeugend hervor. Eine feinere Durchführung der Einzelheiten, wie 
sie für die Gleichungen fünften Grades seinerzeit von Herrn Gordan und 
mir gegeben wurde und in geometrischer Form in meinen „Vorlesungen 
über das Ikosaeder“ zur Darstellung gelangte, muß vorbehalten werden. 


E\ 


) Vergl. Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung, Bd. V: Über 
eine einfache Gruppe von 360 Operationen. 

*=) Die Differentialresolvente einer algebraischen (Gleichung sechsten Grades mit 
einer Gruppe 360. Ordnung. (Math. Ann. Bd. 51, S. 463—472.) 
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Zur Theorie der linearen Gleichungen. 


Von Herrn @. Frobenius in Berlin. 


Die Bedingungen für die Auflösbarkeit eines Systems nichthomogener 
linearer Gleichungen sind in allgemeiner Form zuerst von Fontene (T'heor&me 
pour la discussion d’un systeme de » &quations du premier degre & ”» in- 
connues. Nouv. Ann. (2) t. 14, 1875) und von Z#ouche (Sur la discussion 
des @quations du premier degre. Comptes Rendus, tome 81, 1875), bald 
darauf von mir (Über das P/affsche Problem, dieses Journal Bd. 82 am 
Ende des $ 3; 1876) ausgesprochen worden. Sie lassen sich bequemer for- 
mulieren mit Hilfe des Begriffes /fang einer Matrix oder einer Determinante, 
dessen Bedeutung für die T’heorie der linearen Gleichungen ich ebenda 
zuerst klargelegt habe. Auch den Namen Z#ang habe ich in der Arbeit 
„Über homogene totale Differentialgleichungen“, dieses Journal Bd. 86, $ 1, 
zuerst eingeführt, während ich mich bis dahin mit etwas weitläufigen Um- 
schreibungen beholfen hatte. Wie sieh mittels dieses Begriffes die obigen 
Bedingungen ausdrücken, habe ich in meiner Arbeit „Theorie der linearen 
Formen mit ganzen Koeffizienten“, dieses Journal Bd. 86 ($ 10, Satz IIT 


ausgesprochen. 
Sind 
(1.) | ut Flo X t °* Fa («a=1,2,3,...) 
beliebig viele homogene lineare Funktionen der » Variabeln ,, 2%, ....27,, 80 


ist die Anzahl der linear unabhängigen unter ihnen gleich dem Range 
ihres Koeffizientensystems 


(2.) U,3* (a BA: Donas J 1.4 3 


Der Einfachheit halber setze ich die ” ersten Funktionen als unabhängig 


e 
voraus. Demnach sind die linearen Gleichungen «,,,=0, u,,;=-0,... eine 
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Folge der r unabhängigen Gleichungen 


(3.) Gaı Li + Ü „aa 7 Rn + Ian L, _. 0. (a=1,2,...r) 
Ks sei 


m N ar ii, (a=1,2,3,...) 


ein vollstindiges System von Lösungen dieser Gleichungen. 
Dann hat das Koeffizientensystem 


(4.) Das (.=1,2,..n: 3=1,2.3,...) 
den Rang s=n—r. Infolge der Gleichungen 

(9.) ei; ba; +4, ba: +..+a,, Da —() 
und der Beziehung —=nr-—s bilden auch die Größen 


AT 


al h) e 2 - a2) .».» e n an 


ein vollständiges System von Lösungen der linearen Gleichungen 
(6.) „= Dan Ur Du +++ Dun „= 0. (a=1,2,3,..) 


Daher habe ich die beiden Systeme linearer Funktionen ,, %,, ;,... und 
"1,0, 03, ... Adjungierte Systeme genannt, ebenso die beiden Systeme linearer 
Gleichungen (3.) und (6.), und endlich auch die Systeme ihrer Koeffizienten 
(2.) und (4). Auch von den Funktionen v», will ich annehmen, daß die 
s ersten von einander unabhängig sind. 

Die beiden adjungierten Matrizen 


(R.) A n3 (a=1,2,..0; A=1,2,...r) 


und 
(S.) n, (a=1,2,..n; 3=1,2,..s) 


3 


haben folgende Eigenschaft: Die Determinanten r-ten Grades der Matrix A 
verhalten sich wie die komplementären Determinanten s-ten Grades der 
adjungierten Matrix S. (Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium, 
$s 11 (12.), dieses Journal Bd. 22.) 

Diesen Satz habe ich in $ 3 meiner Arbeit „Über das P’/a/fsche 
Problem“ hergeleitet, und ich habe bald nachher die im folgenden ent- 
wickelte zweite Eigenschaft der komplementären Teile von zwei adjungierten 
Matrizen gefunden, und in einer Vorlesung behandelt, wovon sich ebenda 
am Ende des $ 3 die erste Spur findet. 
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Daß die Matrix ? aus 7 Zeilen und r Spalten besteht, will ich, 
wenn es die Deutlichkeit erfordert, durch das Zeichen Z, , andeuten. Jede 
der beiden adjungierten Matrizen Ä,, und S, ,, wo 


(7.) "rs It 


ist, teile ich in entsprechender Weise in zwei Teilmatrizen, indem ich in 
beiden etwa die ersten »’ Spalten von den letzten s’ Spalten absondere. 
Demnach ist auch 


(8) ehe, 
Die beiden Teile von # bezeichne ich mit I und 5, die von S mit € und 
D). Das Schema 

a 

(9.) 

Ze 18; =(6,.1D 
möge diese Zerlegung zur Anschauung bringen. Man kann auch .| und 
(und ebenso b und C) als komplementare T'eilmatrizen bezeichnen, 

Wenn nun die Matrizen A und D die Rangzahlen o und o haben, 

so ist der zu beweisende Satz in der Gleichung 


(10.) a EZ ad s' == 1’ S 


ausgesprochen. Vielleicht liegt in dem nur scheinbaren Mangel an Symmetrie, 
den diese Formel aufweist, der Grund, daß dieser merkwürdige Satz trotz 
seines überaus elementaren Öharakters der Aufmerksamkeit der Forscher 
meines Wissens bisher entgangen ist. Man kann sich seinen Inhalt auch 
in folgender Art zurechtlegen: 

Ist etwa 7 <r', so ist s>s’, weil r+s—=r+s’—=n ist. Dann ist im 
allgemeinen der Rang der Matrix A,,, gleich 7, der von D,,„ gleich 
In besonderen Fällen kann aber der Rang von .\ kleiner als r, etwa 
o=r—t sein. Dann ist auch der Rang von D gleich o 





Be r, Dasselbe 
gilt aber auch, wenn > r" und s<Zs’ ist. Ist der Rang von A um ? kleiner, 





als er nach der Anzahl der Zeilen und Spalten von 4 höchstens sein kann, 
so ist auch der Rang der komplementären Matrix /) um ebenso viel kleiner, 
als er höchstens sein kann. 

Um den Satz zu beweisen, betrachte ich die ” linearen Gleiehungen 


(11.) A aıtı + ner + Larr Up - 0, 
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Die Matrix ihrer Koeffizienten ist A, ihr Rang o. Ist 
(12.) A) RR =, 

eine ihrer Lösungen, so ist 
(13.) dee, et, et 


eine Lösung der Gleichungen (3.). Ist umgekehrt (13.) eine Lösung der 
Gleichungen (3.), so ist (12.) eine solche für die Gleichungen (11.). Sind 


mehrere unabhängige Lösungen der Gleichungen (11.), so sind auch 


> Auf 
rg TR, | TORE 
.V 


Cis ... 


7 


ebenso viele unabhängige Lösungen der Gleichungen (11.), und umgekehrt. 
Nun sind unter den Gleichungen (11.) genau 9 unabhängig, und da die 


Anzahl der Unbekannten 7 ist, so besitzen sie genau ”"—o unabhängige 
Lösungen. Es gibt also genau 7’— o unabhängige Verbindungen der Lösungen 


Diss “ea Dun r (a=1,2,...5) 
worin Du, 1=.+=b,—=0 ist. Ist 
14.) ,=2 Bd. % RT di,=Z Dun u 
eine solche Verbindung, so genügen ,,...2, den » — r" Gleichungen 
(15. »\ Ba; | PER =2b.2,=d. 


Die Matrix ihrer Koeffizienten ist ) (genauer die zu P) konjugierte Matrix 
/), ihr Rang ist 0. Diese Gleichungen zwischen den s Unbekannten 
4,... 2, besitzen demnach s—o unabhängige Lösungen. 

Vermöge der Formeln (14.) entsprechen ihnen ebenso viele Lösungen 
der Gleichungen (11.) und auch diese s—o Lösungen sind unabhängig: 
Denn sonst könnte man eine lineare Verbindung z,,...2, von s—o unab- 
hängigen Lösungen der Gleichungen (15.) so bestimmen, daß die ent- 
sprechenden Werte d,,...d, alle Null wären, nieht nur die »—r' letzten 
b,. 


sis du» Die s Größen 2,,...2, würden also den » Gleichungen 
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Zbnn.=0, .. Zb,.=0 


a Tr an 


genügen. Da aber unter diesen Gleichungen s unabhängige sind, so muß 
z, = =z=0 sein. 

Demnach giebt es genau s — o unabhängige Verbindungen der Lösungen 
(4.), wofür bu, = "=b5b,=0 ist. Da aber diese Anzahl oben gleich "—o 
sefunden wurde, so ist "—e=s—o. Der Satz bleibt unverändert gültig, 
wenn statt der Matrizen R und S die Matrizen (2.) und (4.) genommen 
werden. 

Das Kriterium für die Auflösbarkeit nichthomogener linearer Glei- 
chungen ist ein spezieller Fall des abgeleiteten Satzes. Sollen die nicht- 
homogenen Gleichungen 


(16.) Au Alı tt‘ tan T (a=1,2,3,...) 


eine Lösung besitzen, so müssen die homogenen Gleichungen 


RR u a 
do dc) Tr da «dz > + Ü un .l er 0 


eine Lösung haben, worin x, von Null verschieden ist. Teilt man also die 
Matrix # ihrer Koeffizienten und die Matrix S ihrer Lösungen 


I 1,2,3 


... an (a „* ss.) 


Do; bau 


in je zwei Teile, ?=Alb und S=(|D, indem man die erste Spalte von 
den n letzten Spalten absondert, so haben die Gleichungen (16.) eine Lösung, 
wenn der Rang von Ü e=1 ist, aber keine, wenn e=0 ist. Ist nun >’ der 
hang der Matrix AR 

(17.) do, A 
und ” der der Matrix 3 

(18.) ii 


aly* +» an 


so ist nach dem entwickelten Satze "— r=1-—e. Die Gleichungen (16.) 
haben also eine Lösung, wenn »'"=r ist, aber keine, wenn "=r+1 ist. 


Anmerkung. 
Ich benutze diesen Anlaß, um eine Angabe der Edition francaise de 
’Eneyelopedie, Tome I, vol. I, Fase. I, pag. 90 richtig zu stellen. Die 
bekannte Definition der Determinante als Funktion von n’ unabhängigen 
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Variabeln durch drei charakteristische Eigenschaften wird dort Aronecker 
zugesprochen. Denselben Sinn hat wohl in der deutschen Ausgabe der 
Enzyklopädie die Wendung: Kronecker legte in seinen Vorlesungen eine 
funktionentheoretische (Erklärung der Determinanten) zugrunde. 

Diese Definition rührt aber von Wererstraß her, wie alle seine Schüler 
wissen. Er hat sie schon seit 1864 (oder vielleicht noch früher) im mathe- 
matischen Seminar und in seinen Vorlesungen benutzt. Noch 10 Jahre später 
verhielt sich Äronecker gegen diese funktionentheoretische Definition recht 
ablehnend. Die Erweiterung auf rechteckige Matrizen, die zum Beweise 
des allgemeinen Multiplikationstheorems und des Laplaceschen Zerlegungs- 
satzes dient, habe ich (soviel ich weiß, zum ersten Male) in einer Vor- 
lesung gegeben, die ich im Sommer 1874 in Berlin über Determinanten- 
theorie gehalten habe. 
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Ein Beweis des Satzes, 
daß jede Klasse von ganzzahligen primitiven 
binären quadratischen Formen des Hauptgeschlechts 
durch Duplikation entsteht. 


Von Herrn F\. Mertens in Wien. 


hı der von (rauß geschaffenen Lehre von den Geschleehtern der 
ganzzahligen binären quadratischen Formen ist der Satz von grundlegender 
Bedeutung, daß jede primitive Form mit durchweg positiven Charakterwerten 
einer Form äquivalent ist, welche durch Duplikation entsteht. G«f beweist 
diesen Satz mit Hilfe der ternären quadratischen Formen. Es sind jedoch 
Beweise wünschenswert, welche nur Mittel aus dem Gebiete der binären 
Formen in Anspruch nehmen. Ein solcher Beweis soll in dem Folgenden 
gegeben werden. 

Eine binäre quadratische Form soll in der Gestalt 


-_ 


u > 
ax +— zy+cy = (a, 2 c) 


177 Ö 

angenommen und von der Art o genannt werden, wo o den Wert 1 oder 2 
hat, je nachdem der mittlere Koeffizient = gerade oder ungerade ist. 

Eine aus zwei oder mehr primitiven Formen /, 9, ... derselben Deter- 
minante und Art durch Zusammensetzung hervorgehende Form soll mit 
/9... bezeichnet werden. Eine Form // möge kurz ein Formenquadrat 
heißen. 

Es sei 
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eine primitive Form o-ter Art der Determinante J) mit durchweg positiven 
Charakterwerten. Man bezeichne die Anzahlen der Charaktere und Prim- 
faktoren von J) mit oe, und nenne die Zahl o-+7. die Stufe der Deter- 
minante /). 

Setzt man alle Formen eines vollständigen Systems primitiver Formen 
o-ter Art der Determinante D mit sich selbst zusammen, sucht aus den 
erhaltenen Formenquadraten alle unäquivalenten aus und bezeichnet ihren 
Inbegriff mit @, den Inbegriff der Formen, welche aus der Zusammen- 
setzung der Form g mit den Formen von @ hervorgehen, mit Qy, so gibt 
es Formen 


for Fir + Pa-ı 


von der Beschaffenheit, daß die Inbegrifte 
Rp, Aypı ++ Apı-ı 


ein vollständiges System der genannten Art bilden; a ist die Anzahl 2°” 
der ambigen Klassen. 

Der zu beweisende Satz ist für alle Determinanten erster und zweiter 
Stufe selbstverständlich. Denn für solche Determinanten ist o—=1 und @ 
ein vollständiges Formensystem. Man darf daher bei dem Beweise des 
Satzes für Determinanten von der Stufe s annehmen, daß derselbe bereits 
für Determinanten geringerer Stufe feststeht. 

Ferner darf angenommen werden, daß der erste Koeffizient der Form 
/ positiv, zu 2/) teilerfremd, quadratfrei ist und weniger als og Primfaktoren 
besitzt. Denn man kann, wenn diese Bedingungen nicht erfüllt sind, eine 
Form 9 mit den gewünschten Eigenschaften und ein Formenquadrat zz von 
der Art angeben, daß / mit 9x2 äquivalent ist. Die Form g hat durchweg 
positive Uharakterwerte und es genügt, den Beweis für y zu führen. 

Man kann zunächst eine mit / äquivalente Form /’ ermitteln, deren 
erster Koeffizient positiv und zu 2/) teilerfremd ist. Zerlegt man denselben 
in ein (Juadrat e;, und einen quadratfreien Faktor »,, so ist /" aus einem 
Formenquadrat ®» und einer Form /, zusammengesetzt, deren erster Koef- 
fizient >, ist, und / ist mit /o® äquivalent. 

Besitzt nun schon 7, weniger als o Primfaktoren, so kann y=f, ge- 
setzt werden, 


Besitzt dagegen r, mehr als e—1 Primfaktoren und infolgedessen 
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mindestens 2a verschiedene "Teiler, so gibt es 2a primitive Formen o-ter Art 
der Determinante D, welche solche Teiler zu ersten Koeffizienten haben. 
Unter diesen Formen müssen daher wenigstens zwei vorkommen, etwa y',y", 
welche Formen %;9,9ı, 9;9,9, aus demselben Inbegriffe Qy,; äquivalent sind. 
Ist r,e, der erste Koeffizient der Form /,y'y", e; das in demselben enthaltene 
größte Quadrat, so besitzt ”, weniger Primfaktoren als », und Ayy" ist 
einer Form äquivalent, welche aus der Zusammensetzung eines Formen- 
quadrats 9,9, und einer Form /, mit dem ersten Koeffizienten 7, hervorgeht. 
Sind y7', 97,95‘ die entgegengesetzten Formen von %,, 9,, 9, und setzt man 


HP NE =O. 
so ist oo und daher auch / mit /,®,o, äquivalent. 

Besitzt nun schon 7, weniger als o Primfaktoren, so kann y9=/ 
gesetzt werden; wenn nicht, so ist das Verfahren fortzusetzen, bis man 
auf die gewünschte Form stößt. 

Ist m=1, so ist / der Hauptform o-ter Art 


o—1 (s—1)’—D\ 
H=(1,°—-, 74) 


äquivalent und es bedarf keines Beweises. 


gerade 


Ist m>]1, so sei o,=2 oder =1, je nachdem zugleich /) 
und m 1 (mod8) ist oder nicht. 
Die Kongruenz 


> 


=m (mod »”) 


ist für jede in /)o, genau aufgehende Primzahlpotenz p” lösbar. 
Denn bei ungeradem p ist 


weil m durch / darstellbar ist. 
Die Primzahl 2 kommt nur bei geradem /) in Betracht. Ist 9, =2, 
so ist 


mz=|1l (mod 8). 


Ist aber o,=1, so ist entweder 


D=+2 (mod 8) H=1) 
oder 
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D=4 (mod 8) v=2) 


und m hat die Gestalt 4+1, weil D den Charakter (-1) ? besitzt. In 
allen diesen Fällen ist die Kongruenz lösbar. 
Da hiernach die Kongruenz 


"=m (mod Do;) 


lösbar und jede ihrer Wurzeln zu o, teilerfremd ist, so kann eine Form 


v—(D, ' C) 


der Determinante m und Art o, aufgestellt werden, welche D zum ersten 
Koeffizienten hat. 

Die Form ist primitiv. Daß sie keinen ungeraden Teiler hat, 
folgt daraus, dab m quadratfrei ist. Ihre Koeffizienten können aber auch 
nicht alle gerade sein. Dies könnte nur eintreten, wenn /) gerade und 
o,=1 ist. Auf Grund der Bedeutung von o, ist dann m —1 nicht durch 8 
und daher, weil m durch / dargestellt wird, auch /) nicht durch 8 teilbar. 
Somit kann nur 


D 


l 


+2 (mod 8) 
oder 


D=4 (mod 8) 


und demzufolge beziehungsweise 


Li 


I 


m=17}2 mz=! (mod 8) 
sein. In beiden Fällen ist 
D+m=l (mod 8) 
DUC-Y="—-m-D=0 (mod 8) 
und daher € ungerade. 
Die Form 7 hat durchweg positive Charakterwerte. Denn die Deter- 


r \ n 
minante m hat entweder nur Charaktere von der Gestalt ( ) oder auch noch 
q 


n—1 
den Charakter (—1)  , je nachdem m=1 oder =3 (mod 4) ist. Für jeden 
ungeraden Primfaktor q von m kann /D) als dargestellte Zahl genommen 
werden, und die Gleichung D=5b’— o’me ergibt 
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D b’ 
== —— u: 
= G ) 
Der Fall m=3 (mod 4) kann nur eintreten, wenn /) den Charakter (—1) 


nicht besitzt und somit die Gestalt 1+44 oder +2+48 hat. Im ersten 


D—1 ) ) 
Falle ist D durch w darstellbar und —,— gerade. Im zweiten ist € durch 


n 1 


darstellbar und nach dem Vorhergehenden 
DÜ-N)=0 (mod 8), 
-1=0 (mod 4). 


Die Stufe der Determinante m ist geringer als die Stufe s von /). 
Denn es seien o',r’ die Anzahlen der Charaktere und Primfaktoren von m. 
Bei geradem s ist 


0o=n=35$, a <o—l 


und daher 
+" <2an+1<2o—1< 


Bei ungeradem s dagegen ist 


e=n+1=5(6+l) 


n—|1 


und D hat den Charakter (— 1)’ ; es ist daher 


m=1 (mod 4) 
und infolgedessen 
! 


Be 
o=n <o—l, 


J ' . Br ‘ A 
o-+n —2n <20—-2<s. 


Die Form ist somit nach der Annahme einem Formenquadrat 9 
äquivalent und man darf den ersten Koeffizienten von 9 zu /) teilerfremd 
annehmen. Da die Form 9'9" der Hauptform o,-ter Art 

o—1 (a —1)’—m 
Be, IT) 
0, 


) 2 
0, 


der Determinante m äquivalent ist und ihr erster Koeffizient die Gestalt 
De’ hat, so gibt es eine eigentliche Darstellung &,»; der Zahl De’ durch 77, 
Die Gleichung 


i 
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De= I, (&n)=($+ a 1) - =: 1 
ergibt, wenn 
o5+(0, -1)n—eo,(o—1)=$,, 
e00,=n, 
gesetzt wird, 
nmn’=(0,$+(,—-1)n”-Des=H(s,n,). 
Ist daher e der größte gemeinschaftliche Teiler von 5,7, so hat man eine 
eigentliche Darstellung der Zahl m(" ) durch // und es gibt eine mit / 


äquivalente Form, deren erster Koeffizient m ) ist. Da ) zu /) teilerfremd 
ist, so ergibt die Zusammensetzung dieser Form mit / eine mit / äqui- 
valente Form Br deren erster Koeffizient ein zu /) teilerfremdes 
(Juadrat 4” ist. Diese Form entsteht durch Duplikation der Form 


(2%, b+k,b,+ Kuh 


oder 


(27,68) 


je nachdem zugleich A gerade und o=1 ist oder nicht. 











Uber eine Darstellung 
der Klassenzahl binärer quadratischer Formen 
durch unendliche Reihen. 


Von Herrn A. Hurwitz in Zürich. 


$ 1. Homogene Form der Doppelintegrale. 


Es seien ”,» rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene % und 


(1.) J= Ira, v)dudv 


ein über das Gebiet ( dieser Ebene erstrecktes Doppelintegral. Das Gebiet 
(r werde ganz im Endlichen liegend vorausgesetzt, die Funktion /(v, v) in 
dem Gebiete (, einschließlich seiner Begrenzung, als eindeutig und stetig. 
Man nehme nun x als Funktion von « und v im Gebiete ( willkürlich an 
bis auf die Bedingungen, daß z eindeutig, stetig, differentiierbar und beständig 
von Null verschieden sein solle Werden dann weiter © und y als Funk- 
tionen von v und » durch die Gleichungen 

2). u=?, 0-3 
definiert, so läßt sich das Integral (1.) in folgender Weise umformen. Die 
Funktionaldeterminante 


x Y < 
2 Yu, 
TE y ® ee) 6, (#) 
( . = x : a - An 
3 ’ 5 Ou\z/! Ou\z/| 1 02 0y 2 
; = ine zu. 2 
( ) d(u,v) ou’ Qu’ du 


SFCNTCH ER a REN 


EISEETaETE 
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besitzt den Gleichungen (2.) zufolge den Wert 1. Daher ist 


U, Y, 2 | 
Oz Oy oz 
N . > i Tr Yy 1 u“ fi 
(1.) J= (ff, ’)--, du’ du’ du, dudv. 
(r z r i ) y d 2 
ou’ de! &v 


Nun definiere man die Symbole dxdy, dydz, dzdx durch die Gleichungen 


(4) dady= EN Au dv, dydz = NE) Au dv, dzda= a2) qu dv. 


d(u,v)  d(u,®) d(u,v) 
Dann läßt sich die Gleichung (1’.) so schreiben: 
(9.) J= // f@; y,2)(adydz+ydzdaı+zdaıdy), 
wobei 
(6.) f@y9=-3 16?) 


eine Form —3. Grades von x, y, z bezeichnet. 

Die Gestalt (5.) des Integrales ./ enthält die bis auf die erwähnten 
Bedingungen willkürliche Funktion x von « und v. Sie kann als die homo- 
gene Gestalt des Doppelintegrales (1.) bezeichnet werden. 


$ 2. Projektive Doppelintegrale. 

Die Betrachtung des vorigen Paragraphen führt naturgemäß zu dem 
Begriff des projektiven Doppelintegrals, den ich in gegenwärtigem Para- 
graphen entwickeln will. 

Es seien x, y,2 homogene Punktkoordinaten in einer Ebene. Jedem 
Tripel reeller Zahlen x, y,z, die nicht alle drei Null sind, entspricht also 
ein bestimmter Punkt der Ebene, während umgekehrt einem beliebig ange- 
nommenen Punkte der Ebene unendlich viele zu einander proportionale Tripel 


(,y,2) als Koordinaten entsprechen. Wenn nun 


(1.) =Zex+Py+yz 


eine Linearform, deren Koeffizienten «,/,y nicht alle drei Null sind, be- 
zeichnet, so kann man für jeden Punkt, der nicht auf der Geraden /—=0 
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liegt, die Koordinaten, und zwar auf eine Weise, so wählen, daß sie der 
Gleichung 
ort Py+y:=1 

genügen. Die so gewählten Koordinaten mögen „normiert bez. der Lancar- 
form I* genannt und mit ,. y,. 2, bezeichnet werden. Bedeuten x, y. 2 Koor- 
dinaten eines Punktes 7, der nicht auf der Geraden /=0 liegt, so werden 
die bezüglich / normierten Koordinaten des Punktes /’ offenbar 

s & YJ ! < 

(2.) ne Fytyz’ ur +ßy+y:’ " ax+Py+y: 
sein. 

Dies vorausgeschickt, sei / eine Fläche in der betrachteten Ebene. 

Man nehme drei Linearformen 


3.) lzaxc+Ppy+yz, hza. + y+ 1% ba +/9,y 
willkürlich an bis auf die Bedingungen, daß die Gerade 
l—= (0) 


keinen Punkt mit der Fläche F (einschließlich ihrer Begrenzung) gemein 


m, 


haben und daß die Determinante 


Br; ?s Y 

/ .) - 
(4.) / Or Pıs /ı 
+) . 
Oo, [92 7: 


von Null verschieden sein soll. 
Sind dann «,» rechtwinklige Koordinaten in einer Hülfsebene /, so 
wird der Punkt 


(5.) = s.3 B. y+ DR Yen. 2, ß, y+pn: 
ac+py-+ty2 aut py+-Y2 
in der Ebene % eine zu der Fläche / kollineare Fläche ( beschreiben, 
wenn der Punkt x:y:z alle Lagen in der Fläche F annimmt. Da der 
Nenner der Brüche (5.) niemals verschwindet, liegt @ ganz im Endliehen. 
Für die bezüglich der Linearform /! normierten Koordinaten eines 
Punktes der Fläche F und die Koordinaten ”,” des entsprechenden Punktes 
der Fläche (@ gelten nun die Gleichungen: 
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u=a% +Pıy+Yı2, 
(6.) =; + PR yH+Y22%, 
le, +Py+Y 2, 


aus denen durch Auflösung nach x, y,, 2, etwa 





(a, =au+ av +da p, 
(T.) 1y,—=bu+be +Hbew, 
3, =cGu tor +=X% 





folgt. Hier sollen p,y,% als Abkürzungen für die rechten Seiten der 
Gleichungen (7.) dienen. 

Es möge jetzt /(«, y, 2) eine Form —3. Grades sein, die auf der Fläche 
F eindeutig und stetig ist. Dann soll das Integral 


(8.) J= (fa. y,2)(adyds+ydzda+zdady) 
I: 


definiert werden durch die Gleichung 


TU, Yır 7 
a ou Oyı 0% 
(9.) J= RAZER 2) ou’ du’ du du dv, 
“ ox Oyı d2,| 
Ov! Or’ oo | 
wobei für x,,9,,2, die Ausdrücke p, w,z resp. nach den Gleichungen (7.) 
zu substituieren sind. 
Die Ausrechnung der hier auftretenden Determinante ergibt 


| 1 


b,, alla, d, Se R 


au +ar+a, bu+be+b, au +ovH+te| | ad, ec] 
| 
| | 


| dı, 


N 


so daß die Definitionsgleichung (9.) einfacher so: 


(10.) J= - (/1w; v,y) dudv 


geschrieben werden kann. 
Der Wert des auf diese Weise definierten Integrals (8.) ist ein voll- 
ständig bestimmter, sobald die Linearformen (2.) fixiert sind. Es soll nun 
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untersucht werden, in welcher Weise der Wert von ./ von der Wahl der 
Linearformen (2.) abhängt. 
Man setze an die Stelle der Linearformen (2.) die Formen 


(11) T=adc+Pßy+yz, har +ßytyız, kemıct+PyH+y22. 


Der diesen Formen entsprechende Wert von / — er heiße ./" — entsteht 
folgendermaßen: 
Der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 


a) wenstiuntne „dern: 
’ aa+ß'y+r'z' e«xc+ß'y-+y'z 
beschreibe das Gebiet (7, wenn der Punkt x,y,z die Fläche F beschreibt. 
Bezeichnen %,,Yr,2, die bezüglich ‘der Linearform 2’ normierten 
Koordinaten, so ist 
! #-) I en 
| u —= at + PıYat Yıöos 
(13.) 10 = 08, + Pay + 7220, 
F2; A] a 
1=o u tP Yıty 





und umgekehrt 

U =aW-+ a,v + a p, 
(14.) yabutbo 4b, 
au ++. 





Der in Rede stehende Wert ./’ ist dann nach (10.) 


15.) SP (SW w,g) du ar, 


(or) 


unter .f die Determinante 


(16.) 1a, 7} 


5 en 
Gy, (92, Ya 


der Linearformen (11.) verstanden. 
Nun läßt sich ./’ leicht auf das Gebiet (@ transformieren. 
Bezeichnet nämlich (, v") einen Punkt des Gebietes @, so entspricht 
ihm ein bestimmter Punkt «,y,: der Fläche F und diesem ein bestimmter 
Punkt (u, v) des Gebietes @. Und zwar ist nach (12.): 
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(17.) Vi aa + y-+tri2 id ae, + PR), Yı + Y,2ı 
| au +Pyı ty’ aut yıt zz! 
während x, 3,2, mit « und » durch die Formeln (7.) also 


(18.) 4=ß, y=WY, ,—=%; 
verbunden sind. 

Durch diese Gleichungen (17.) und (18.) sind «,v' als Funktionen 
von u,» dargestellt. Vermöge derselben führt man das Integral /’ über in 
ein Integral mit den Variabeln «,»v. Zunächst ergibt sich (vgl. (3.) in $ 1) 
(19.) dw,v) | N = ( act dy+yz\’ A 
ae duo) (u+tßytrz)? dA at y+ty2e/ 4' 

Das Vorzeichen dieser Funktionaldeterminante stimmt ersichtlich mit dem 
Vorzeichen überein, welches 
(20.) d . serPets 
A ac+Pßy+y2 
für den Punkt x, y,z der Fläche F besitzt. Dieses Vorzeichen ist für alle 
Punkte der Fläche / dasselbe, weil die beiden Linearformen 


et Py+yz; aXc+Py+yz 
innerhalb / stets von Null verschieden bleiben. Nach (14.) ist nun ferner 


Fe “ an = BEN ven ax BY +yz 
aa+Ppy+rYyz War -+P Yyıty2ı aac+py+ y2 
ya ee 
azt+pBy+yz' 

IR PEREFEEHRRENGGE.... 2 >; Ju. dm 

HT aryrrz 
Berücksichtigt man, daß /(x. y.z) homogen vom Grade —3 ist, so erkennt 
man, dab vermöge der Substitutionen (17.), (18.) das Integral ./' übergeht in 


ı fern \ 
J ee, // fowın)dudv=e.J, 


unter & das Vorzeichen des Ausdruckes (20.) in der Fläche F verstanden. 
Man gelangt demnach zu folgendem Ergebnis: 


Berechnet mA den Wert des Integrals 


(8.) J= (fr ,y,2)(@adydz+ydzdac+zdady) 


(F) 
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einerseits unter benutzung der drei Linearformen (93.) 
ER 
andererseits unter benutzung dreier anderer Linearformen (11.) 
77 
so sind die beiden berechneten Werte einander direkt oder entgegengesetzt gleich, 
je nachdem 
A 1 
au 

in der [liche F beständig das positive oder beständig des negatın Zeichen 
besitzt. Dabei bedeuten A und 4’ die Determinanten der Formen 4 + l, bez. 
1.5.8 

Der absolute Wert von ./ ist demnach nur abhängig von der Form 
/(,y,z) und der Fläche F. Da aber immerhin das Vorzeichen von ./ von 
der Wahl der Linearformen abhängt, so ist es für manche Betrachtungen 
wünschenswert, die Linearformen mit in die Bezeichnung von ./ aufzunehmen 
und etwa mit 

(21.) J= I fl, y, 2) @dydz+ydzda+zdady) 
(Fl, It; 

denjenigen Wert des Integrals anzudeuten, welcher bei Benutzung der Linear- 
formen /,/,,/, entsteht. 

Die zur Berechnung des Integrals (21.) dienenden Formeln stelle 
ich hier nochmals zusammen: 

Durch die Gleichungen (vgl. (5.)) 


! I, 
(22.) u, 0-3 


wird die Fläche / auf die Fläche @ der «-v-Ebene transformiert. 
Ersetzt man dann im Integranden von .J 
2,9, 2 
durch diejenigen linearen Funktionen von v und v, die sich durch Auflösung 
der Gleichungen 
’ .) a 
u=lh=aa+ßytyz, 
. .) - 
(23.) t=eh=mrH Py+tyYs:; 





\ 1 — l = OL + By == Y Z 
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ergeben, so entsteht das auf die «-v-Ebene bezügliche Integral 


9, fa (a d(2,2) | „ di, y) 
(4) Jyre y,2) E 24,0). 13 d(u, ®) eh on 


. (2,y,2) dudv, 
as sre y,2) dudv, 


welches nun den Wert des Integrals (21.) vorstellt. 

Die T'heorie der projektiven Doppelintegrale läßt sich leicht noch 
weiter entwickeln, auch auf den Fall von mehrfachen Integralen erweitern. 
Doch unterlasse ich das hier, da es für den speziellen hier verfolgten Zweck 
nieht notwendig ist. Zur Abkürzung werde in der Folge 

(25.) zdydz+ydzdae+zdady=dA 
gesetzt, so dab 
J= (/Ie y,2)dA 
(F) 
die allgemeine Gestalt des projektiven Integrals wird.”) 


$ 3. Berechnung einiger projektiven Doppelintegrale. 


Es möge nun das spezielle Doppelintegral 


u.) IA 
1. = nie B 
II (ax + Py + v2)’ 
berechnet werden, wobei 
(2.) l-ex+Py+y2 


eine beliebige Linearform bezeichnet, die jedoch für keinen Punkt der 
Fläche F verschwindet. 
Die Linearformen 


. ’ A) 7 V, . ’ ) Ar” 

(3.) =aa + Pıy+tyı2; ,=a24+P2y+Y22 
mögen so gewählt werden, daß 

0,P,Y 


/ \ | 7] Iuie 

(4. } A= ey Pi, Yıı = 1 
/) Rn | 
O3, Pay ya 


*) Für ein algebraisches Gebilde von beliebig vielen Dimensionen hat Herr Nöther 
die zugehörigen vielfachen Integrale in homogener Gestalt aufgestellt in seiner Abhandlung 
„Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen 
Dimensionen“, Mathematische Annalen, Bd. 2, S. 303. 





.. 
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ist. Setzt man nun 


(5.) ut, 00, 


so geht die Fläche F in eine ihr kollineare Fläche @ der -v-Ebene über 
und es kommt nach (24.) des vorigen Paragraphen 


(6.) J= ja dw 


als derjenige Wert des Integrals .J, welcher den Linearformen /,/,,/, ent- 
spricht. Dieser Wert ist also nichts anderes als der Flächeninhalt von @. 
Das Integral ./ stellt daher die projektive Verallgemeinerung des Flächen- 
inhalts vor und kann passend als „Flächeninhalt von F bezüglich der Lincar- 
form IZax+ Py+y:“ bezeichnet werden. 

Sind speziell ©, y, 2 homogene reehtwinklige Koordinaten (sodab 
“7 die rechtwinkligen Koordinaten des einzelnen Punktes der Fläche F 
sind) und nimmt man die Linearform /=:, so wird der Wert von ./ identisch 
mit dem Flächeninhalt von F, wie man erkennt, wenn man in diesem Falle 
=, l=y wählt. 

Das Integral (1.) möge nun insbesondere für den Fall ins Auge 
vefaßt werden, wo F die Fläche des Kegelschnitts 


(7.) I, Y; )ZEaır+ day + 432° + PALIER + PARLER 2 + 2a, 22 —V 


ist. Die Linearformen (3.) wählt man dann am zweckmäbßigsten so, dab 
identisch 
(8.) Fa,y J)Jzo(-h—-b+xl) 


wird, wo 0,2 Konstante bezeichnen. 
Nach (5.) wird jetzt ( die Fläche des Kreises 
u 4- De —— L, 
und der Wert des Integrals ./ ist demnach 


(9.) J=x»n. 


Es erübrigt, den Wert von # zu bestimmen. Zu dem Zwecke differentiiere 
man (8) nach x, y,2. Dadurch ergibt sich 
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1oF 
2 dz e— al —al,+zel), 
1oF 
(10.) & nr oA zPBl), 
l OF 
> 82 o(—Yı \-yph+tzyl). 





Nimmt man die Determinanten der links und rechts auftretenden Linear- 
formen von x&,y,2z, so findet man 


11 Fa, 13 
1) Deilaun 


Az, Az, As 


d 


ea 
25 Ay =xXP". 


Ferner hat man für dasjenige Wertsystem x, y, 2, welches die Gleichungen 


ER We Wa 3 
befriedigt, 

ıoF 

; — 0/0 

2 ow \ I 

I oF en 

) oy 0729, 

| oF 

) 02 0%) ’ 


ot Py+yz=1 
und hieraus durch Elimination von , y, 2 


Ay Ay, 43,070 


“ je 
Ay, dA, Ay, OP 


—() 
Az, Ay, 4, 0#7 
ee a i 
oder 
(12.) D-ozbla,P,y)=0, 
wo 
Ay Ip, Az, € 
Ay, Ay, Ay, Pi 
(13.) P(a,P,y) u | 


Az Ay, Ay, 7 
| 


I P, 7; 0 


144 


d 


Ü 


a 
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die adjungierte Form von F(x, y, 2) bezeichnet. 
Aus (11.) und (12.) ergibt sich 

14 3 Ä 2 
(14.) p =Pb(a,P,y); En z ne 
Y® (@,ß,Y) 
Somit 1st der Flacheninhalt des Kegelschnittes (T.) bezüglich der Linearform 
ec+Py+y:2 gleich dem absoluten Werte ron 

(15.) 


D' rn 
(YEla,3,y)) 
Insbesondere ergibt sich für den Kegelschnitt 

(16.) F(2,y, )=zız2—-yY=0, 


| 2 2 
D 4’ Pla,ß,=zg4ery— Pf) 


und also 


” Zn 

(17.) — 
(Y4ey — 3°) 

als Wert seines Flächeninhalts bezüglich der Linearform «x + y- 


Es werde nun das Integral 


) rn IA 

(18.) // 2 BEREITEN 

1 JJ (aatpy+Yz2 
für die Fläche des Dreiecks mit den Eekpunkten 

(19.) Polo, Yo, 20), Pay 2), Pal) Yo 2) 
berechnet, also der Flächeninhalt des Dreiecks AP, P, bezüglich der Linear- 
form @w-+ %y+yz. Der Berechnung mögen die Linearformen 

ya Yır Sy «dpa Yus < ) 


(20.) =o2x+ßy+yz, (= %, Yı, 2, |, = &. %Y, 2 


Ey, 2 Er Yon & 
zugrunde gelegt werden. Die Gleichungen 
I | 
um - v— 
% | 


lassen erkennen, daß das Gebiet 7 das Dreieck mit den Eeken 


um, "— () 


u—=0, v— 
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HH 0 
u = n U == 
ar, + Py, % Y2, 
ist, wobei zur Abkürzung 
Us Yo, % 


(21.) H=|a,y, & 
It, Yo, 2 
gesetzt ist. Die Fläche von @ ist 
1 H? 
2 (au +Py +y2)(ea, +ßy,+Y2,) 


und nach (24.) des vorigen Paragraphen ist daher der Wert des Integrals (18.) 


| u 
24 (ax, +PBy,+Yy2)(ex,+Py, +y2,) ’ 


unter / die Determinante der Linearformen (20.) verstanden. 
Für -/ ergibt sich aber durch eine leichte Rechnung 
A — IKex, 1 P yo + Y2%,)- 


Der Flächeninhalt des Dreiecks APP, bezüglich der Linearform 
oe? +Py+yz ist daher der absolute Betrag von 


Us Yo; PAR 
(22.) - Us Yıy Si ° 2 m 
- 3 (am, + By + Y2,) (ar, + PM, + y2,)(aw, + PyY: + Y2,) 
Lo, Ya, a 
24 323 2 


$ 4. Darstellung der Klassenzahl durch eine unendhche Summe. 
Sind r, s zwei ganze Zahlen mit dem größten gemeinsamen Teiler 1, 
so möge denselben der Punkt 
(1.) = ge y= "S, zu 
des Kegelschnittes 
(2.) 7z—-yY—=0 


zugeordnet werden. Zwei verschiedenen Zahlenpaaren (7, s) und (7, s’) ist 
offenbar dann und nur dann derselbe Punkt zugeordnet, wenn 


'"=——tT, s=—S 


ist. Zur Abkürzung werde der Punkt (1.) als der „Punkt (7, s)* bezeichnet. 
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Die Verbindungssehne zweier Punkte 
(v, $) ) Gr s,) 
heiße „Elementarsehne“, wenn 
rs, —s=+tl 
ist.”) Ein dem Kegelschnitt (2.) eingeschriebenes Dreieck heiße „Elementar- 
dreieck“, wenn seine Seiten Elementarsehnen sind. 


Die sämtlichen Elementardreiecke entstehen auf folgende Weise: Man 
ordne jeder Lösung der Gleichung 


(3.) "Ssk—sı, = 1 
die Punkte 
(4.) (r, s); (7, S,)» (r +r,,s+5S,) 


zu, dann bilden die letzteren die Ecken eines Elementardreiecks. Jedes 
Elementardreieck wird auf diese Weise sechsmal erhalten. Nämlich zwei 
l,ösungen 

Fr) aa ri, rt) 


der Gleichung (3.) entspricht dasselbe Elementardreieck stets und nur dann, 
wenn einer der folgenden sechs Fälle stattfindet: 




















'"=ı '=—ı '=r, '=—r, "=r-+r, / - 17—17, 
! ! P. r R » Es Mn 

h) 5 ss = — Ö S = —d, N 5-4 S; ‚= 3-3, 
! ! I \ ! ! ! 

r u N; 1° - u € 1 Ts (? + 1) 1 — / -+ 1 1 — —/ 1 — 7 

! e) n 4 » » > „N > u „r EN {) „ Sms; > 
a 8, — Ss, s=-(s+Sı) S, s+Ss, s=-S 9,8 


Die Lösungen der Gleichung (3.) gruppieren sich also zu je sechs solchen 
tr, 2, tr, +5), (tr, +35, Frt+rn),Fe+Ssı)); 
(+ +n), 3648), Fr, 9), 

denen dasselbe Klementardreieck (4.) entspricht. 
Der Flächeninhalt des Elementardreiecks (4.) bezüglich der Linearform 


(5.) =aex+Py+yz; 


*) Vgl. A. Hurwitz, Über die Reduktion der binären quadratischen Formen. 
Mathematische Annalen, Bd. 45. 


I6” 
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welche beliebig gewählt werde, bis auf die Bedingung, daß 


(6.) day->0, 0a>0, y>0 
sein soll, ist nach (22.) des vorigen Paragraphen 
, "S, s 
2 . 2 
2:5 "15 "1515 5] 


+n),(r+ rn) (5 +81), (6451) 

\y/ 1 

(ar? +-Brs+ ys’)lari + Brs + ysi)lalt rn)’ ++ n)CH+s)+r7CH+ Ss) 
oder wegen (3.) 
| l 
2 (ar + Brs+ys’)(ari + Ars +Y)le@tr)’+Be+r)@+s)+76+ 3] 
Die Elementardreiecke füllen nun in ihrer Gesamtheit den Kegelschnitt (2.) 
einfach und lückenlos aus.”) 

Summiert man daher die den sämtlichen Lösungen der Gleichung (3.) 
entsprechenden Ausdrücke (7.), so erhält man das Sechsfache des Flächen- 
inhalts des Kegelschnittes (2.) bezüglich der Linearform (5.). Nach (17.) 
des vorigen Paragraphen gilt also die Gleichung 


@.) 





1 
er 
|) er’+Brs+ys)leri +Prs +YSi)lee+t rd’ +BeH+r)Ets)t7E+ 3)" 
(8.) 24 
(YLay—p®)’' 


wobei die Summe über die sämtlichen Lösungen der Gleichung (3.) zu 
erstrecken ist. 
Die vorstehende Gleichung läßt sich nun noch in anderer Weise 
auffassen. Bezeichnet 
(9.) an +2bur+c 
eine positive binäre quadratische Form, so wird 
a (r u+r, ")” +25 (r u-+r, ") (5 u+ Ss, ") +- c(s U 4+ Ss, ")" 
(a "t2brs+ 68 + 2(arr, + h(rs, 4 sr,) + CSS )U "— (ar; +2 bris + csı) Dig 
= au + 2b’ur + cv}, 


wo «@,b,c zur Abkürzung stehen. 


*) a.a2.0.8.88. 
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Setzt man daher in (8.) 


a=a, P=2b yz( 
und 
(10.) D=aec— b*, 
so kommt 
11) “ ) zn 


ac(a@+2b' +e) D| D 


Die Summation ist über alle Formen («',b',c') zu erstrecken, die 
aus der Form (9.) durch alle möglichen linearen Substitutionen der Deter- 
minante 1 hervorgehen. Diese Formen bilden eine Klasse von positiven 
quadratischen Formen der Determinante /) und zwar tritt jede Form der 
Klasse genau 2/k-mal auf, wenn 2/ angibt, wie viele T'ransformationen in 
sich die Form (9.), oder auch irgendeine andere in der Klasse enthaltene 
Form, besitzt”). 

Die Gleichung (11.) enthält also folgenden Satz: 

Durchläuft (a, b, C) die samtlichen Formen einer Klassı posıtiwer 


guadratischer Formen der Determinante D, so ıst 
(12.) 


Dabei ist 
k=2, wenn ın der Klasse eine Form der Gestalt (a,V. «a. 


k 3, wenn Um der Klasse eine Form der (restalt (a,3 A. a) 


vorkommt, und 
k -1 in allen übrigen Fall ll. 
Man denke sich nun die ganzzahligen positiven quadratischen Formen 
d u” + 2bur-t cv 
der Determinante 
ac—-W = J) 

in Klassen verteilt, für jede Klasse die Gleichung (12.) aufgestellt und 
schließlich alle entstandenen Gleichungen addiert. 

Auf diese Weise ergibt sich der Satz: 


*) Wegen der Bestimmung von 2% vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über 
Zahlentheorie (Braunschweig 1894) $ 62. 
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Dezeichnet h die Anzahl der Klassen, in welche die ganzzahlıgen po- 
sitiven bindren quadratischen Formen (a, b,c) der Determinante D zerfallen, 
so ıst 


(13.) Br 1 


2DyD h ”-» ac(la+2b+ec)’ 
die Summe über die sämtlichen Formen (a, b, ce) genommen. 
Hierbei ist unter „Anzahl A der Klassen“ die über die verschiedenen 
Klassen ausgedehnte Summe 
h—= 51 
k 
zu verstehen. D.h. es sind die Klassen in der Weise zu zählen, daß im 
allgemeinen jede Klasse einmal, indessen jede Klasse, welche eine Form 
der Gestalt (@,0,«) enthält, nur '/,mal und jede Klasse, welche eine Form 
der Gestalt (2a, a, 2a) enthält, nur '/,mal gerechnet wird. Schreibt man » 
an die Stelle von 5b, sowie r und s an die Stelle von @« und c, so werden 
für einen bestimmten Wert von n die Zahlen r und s alle positiven ganz- 
zahligen Werte annehmen müssen, die der Gleichung 


rs—n?’+ D 
genügen. Wenn man daher je zwei Glieder der Summe (13.), die entgegen- 
gesetzten Werten von „ entsprechen, zusammenfaßt, so nimmt die Glei- 
chung (13.) die Gestalt an: 


oO 


en 


er) /T D ns i + 5 rs—n”’+D r-+ S$ +2n + s--2n 


$ 5. Weitere Reihendarstellungen der Klassenzahl. 
Die vorstehende Darstellung der Klassenzahl hat den Nachteil, daß 
oO I 
die darin auftretende Reihe sehr langsam konvergiert. Reihen von besserer 
Konvergenz erhält man, indem man den befolgten Gedankengang verall- 
gemeinert, was nunmehr geschehen soll. Es sei wie oben 
(1.) F(x, Y; 2) Al taay +az SE +2a,0Yy+ 2a, yS2+2a,za=t 


die Gleichung eines Kegelschnittes. Die Determinante 


Ayyy Ay, az 


(2.) Ay, Ua, da 


(Uyyy Agay (az 
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werde positiv vorausgesetzt, was zulässig ist, da man widrigenfalls — F (x, ı, 2) 
an die Stelle von F(x,y,2z) setzen könnte, Im Innern des Kegelschnittes 
ist dann F(x, y, 2) >. 
Die Linearform 
(3.) =ax+ßy+y: 
werde so gewählt, daß die Gerade /=0 keinen Punkt mit dem Kegelschnitt 
gemein hat. 
Man betrachte nun das Integral 
.r  [Fla,y, 2) 
(F) 
wo . eine zunächst beliebig gedachte reelle Größe bezeichnet und die Inte- 
grationsfläche F dem Innern des in Rede stehenden Kegelschnittes angehört.) 
Bei der Berechnung des Integrales mögen dieselben Linearformen 
/, 4, l, verwendet werden, die im $ 3 bei der Berechnung des Flächeninhalts 
des Kegelschnittes bezüglich der Linearform / gebraucht wurden. Vermöge 
der Kollineation 


5.) =, 00= 


geht die Fläche F über in ein Gebiet (, welches der Kreisfläche 
v+tV=% 
angehört. Der Gleichung (8.) in $ 3 zufolge kommt nun 


(6.) J o“ // (z _— Ti —— vn)" du dı . 


( 


Dabei ist nach (14.) in $3 


_ F > = 
(7.) o=V#(a,P,Yy), ” V®’(a,3,y)' 


und die Quadratwurzeln sind positiv zu nehmen, da wegen D>0, 20 
nach (11.) in $3 auch 0 >0 ist. 

“ällt nun die Integrationsfläche F mit der Fläche des Kegelschnittes 
(1.) zusammen, so ist das Integral (6.) über die Fläche des Kreises «+ "2 

pr 

*) Für u=—; stellt das Integral J,, beiläufig bemerkt, den Cayleyschen 


Flächeninhalt von F, bezogen auf F(r,y,2=0) als Fundamentalkegelschnitt, vor. 
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zu erstrecken. Durch Übergang zu Polarkoordinaten findet man nunmehr 
leicht: 
Der Wert des Integrales J, für die Fläche des Kegelschnittes (1.) st 


yu +1 DH! 1 


9) 9 aD" url) Drla,9, VO, 
f 6 79,4 il 7) 
Hierbei muß jedoch «>—1 vorausgesetzt werden, widrigenfalls das be- 
trachtete Integral nicht endlich sein würde. 
Im Falle #«=0 geht (7.), wie es sein muß, in (15.) $ 3 über. 


Es werde nun weiter der Wert des Integrals .J, ins Auge gefaßt für 


den Fall, wo die Integrationsfläche /" die Fläche des Dreiecks mit den 
Eekpunkten 
(9.) Polo Yo, 20), Ars Yır 21), Pla, Yar 22) 
st. Hier gelangt man zu einem verhältnismäßig einfachen Ergebnis, wenn 
wie jetzt vorausgesetzt werden soll, « eine nichtnegative ganze Zahl ist. 
Das Gebiet (, über welches jetzt das Integral (6.) zu erstrecken 
ist, ist das Dreieek mit den Ecken 


(10.) lt tod Alt) lt, Wr), 
wobei ,,,", nach den Gleichungen (5.) aus den Koordinaten #,, y;, 2; des 
Punktes P; zu berechnen sind. 
Es sei nun 
Hu, ") 
eine ganze rationale Funktion von v und », dann geht das über das Dreieck 
(0,0, erstreckte Integral 


(11.) H= /f Hau, )dudr 
dureh die Substitution 


| vw=lU,y + t, (u, — u) -+ l; (1,— U); 


(12. 
) | v=vyH+, (v, Er ©) rt: (m, 2 2 


über in 


0% 


1 
(13.) H=+ w,v,1 Huth, +; td + tr + re) dt, dt, , 
1 
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wo zur Abkürzung 
(14.) t=1- 1; 


gesetzt ist und das Integrationsgebiet für die neuen Variabeln 7,4 dureh 
das Dreieck mit den Ecken 


G=0,4=0), Ge1l;6=0), (t=0,6,=1) 


v1 
gebildet wird. Nun ist ferner das über dieses Dreieck erstreckte Integral 
ER 


(ut tdı,dı= fi di, [ A-u-byihdt, 
or 0 


/ 


u 


3 1] 
/ \.,+7-+1 / n 4 
faaA-ıuyHtd, [ P(L—Hrdt, 
wie man durch die Substitution ,= (1 -—,)? erkennt. 
Es wird daher 


\ 


u r | TI), +V) TA +1)T(,+1) wiitı! 
N u eo J ) \»ı ) ) 2 
(15.) n ntıtzdt dt, = FÜu+L+L +3) LH! 


Entwickelt man den Integranden in (13.) nach Potenzen von /,,/,,t,, 80 


kann man auf die einzelnen Glieder der Entwicklung die Formel (15.) an- 
wenden. Auf diese Weise erhält man zunächst den Satz: 
Der NVert des uber das Dreiech mat den lecken 


“ “ \ [} n 
(Un, du), (u, d,), (ty, ©,) 
erstreckten Integrals 


(Heu, Y)du dr 


entsteht. wenn man 


2 


wu 
(16.) . . U, U, 1 Ho, +, ed, + bl, A uf v+hr,) 


0% 


ee 
nach Potenzen VON los ts l, entuwrckelt und in jedem einzeln: N (rlı. de dr: ser 
Entwicklung das Potenzprodukt 
en 2 32 L'ItL! 
(1 (.) AurEr durch 7 7 ET 
KAT. ir 2 r-)- 
ersetzt. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft >. 
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Us "ıs 1 
Das Vorzeichen in (16.) ist so zu wählen, daß + «,, ®,, 1 positiv. 
Mi, 
ausfällt. 
Hier kann man noch bemerken, daß der Funktion 
It, Wr tb, Kuttbrtı tb v2) 
beliebige durch 
1 u £ ag 4 ai A 
teilbare Glieder hinzugesetzt werden dürfen. Denn macht man in 
(1 ka m u t ze t,) I) In t; . a 7, Ay 1; er t\ b} FRE AN e- 2 GE 4 7 u* 
die durch (17.) vorgeschriebenen Ersetzungen, so erhält man identisch Null, 
wie man durch direkte Rechnung leicht bestätigt, wie aber auch daraus 
hervorgeht, daß das Integral 


Ya ua I, — T, — t,) t l E; dt, dt, 


für „= 1-—/ —t, verschwindet. 
Für das Integral (6.) tritt an die Stelle von //(w,») die u-te Po- 
tenz von 


e&@—-wW=r) 
und die Berechnung dieses Integrals erfordert daher die Entwicklung der 
«-ten Potenz von 
K= 0(2— (h, wtr bt tb 15)" 4 (&, vtrahr tb ")"), 
an dessen Stelle aber auch die «-te Potenz von 
(17.) K=o (z (io ++ t,)" — (by tb + bt 1,)" _ (h v+hr tb 2.) ) 


gesetzt werden darf, weil dadurch nur Glieder hinzugenommen werden, die 
durch 1—4,—t,—, teilbar sind, denn es ist 


K=K+o2(1-(+th+b)}) 
Zur Umformung von A bestimme man x,y,2 aus den Gleichungen 
ze a+ßy+yz=b + +, 
(18.) ’ art Ay+yız abwtt ut latia, 
, mXcH Pa y+y bt tlbrt +9. 
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Nach (8.) in $53 wird dann 
(19.) K=F(t,y, 2). 
Die Werte von x, y,z ergeben sich folgendermaßen. 
Zur Abkürzung sei 
20.) Mau +Py+z7o, Pan +Py+yn, Pan +Py+ Y2, 
Dann ist 


1 l 
-—— f ’ .) | Ar 4 BEE f ’ \ .) | A, - 


| r4 
’ ar ET 
Hl, = 73) (24 PıY2r 7 122); 


(21.) 





1 2 N | f ) 
"u 70) (et + Pay t ya), dr = ja) \Fatı + Pyı + 7223); 
l { » .) I’. \ 
Daher sind die Auflösungen von (18.) diese: 
N ° 2, 2. ne un Y; 
(= lo 70) + t, /a) + t; 72)? y 70) 7 , /a) nz 2 2)? 
(22) 
Aue Wo ya) T by‘ 





Der Determinantenfaktor in (16.) drückt sich mit Hülfe von (21.) in der 
Form aus: 


- 


«La Yos -() 


(23.) + 


TAU, Ns 7 OD * 


day, Yas >2 


Das Ergebnis der vorstehenden Betrachtung läßt sich in folgenden Satz 
zusammenfassen: 
Das Integral J. erstreckt uber die Flache des Drer chks mat den Ecken 


(Sy Yar 26): (1, Yı> 2); (X2, Ya, 22) > 


setzt sich (US zwei Faktoren zusammen. Der eine Faktor 1st der absolute 
NVert des Ausdrucks (23.), wobei die Bedeutung von IP, 19, 19 aus (20,) erhellt. 


\ 


m den zweiten Faktor zu erhalten. mache IN in der u-ten Potenz ION 
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die Substituhlon (22.). entwrckele sodann nach Potenzen VON bus L, . t, und ersetze 
schließlich in dieser Entwicklung das einzelne Poten produkt Gt & durch 


LILT,! 
(d, ” + ; > 2)! 
Im Falle «=0 kommt man auf den Wert (22.) in $3 zurück, der 


dort auf anderem Wege gefunden wurde. 
Die erhaltenen Resultate mögen nun auf den Fall des Kegelschnittes 


(24.) Fa,y zer —- yV"=0 
spezialisiert werden, für welchen 

(25.) Da5, et 

(29.) = 7, (2, ,Y) za ey— [) 


ist. 

Der Wert des Integrals ./, für die Fläche dieses Kegelschnittes wird 
nach (8.) 

\ Zn 1 


26.) Rn PR? 
(“-+1) (day— BF) t!yday— 


Für das Integral ./, erstreckt über die Fläche eines Dreiecks bleibt der 
Faktor (23.) unverändert. Dagegen spezialisiert sich der Ausdruck, dessen 
u-te Potenz nach Potenzen von /,, 4,4, zu entwickeln ist, wie folgt: 


» + 


‚ 2 . 
ana } = Ar t5 Fa > 
= 70% (oz — Yu) Ta): (2, — yı)+ (2): (X 23 — Y2) 


u hıtı 
(27.) +70 7@ Mr +2 yıya)+ je nt VL, — 2 yr Yı) 


of 


+ 70) 7 lo 2ı + Lu 2 YoYı) k 





Ist das in Betracht kommende Dreieck dem Kegelschnitt (24.) einbeschrieben. 


so wird einfacher: 





K= a (a + 2,2, — 2y, Y) + ml loZyt Wu — 2 y2 Yu) 
(27'.) in 
at nn ap): 
> 
u Fällt das Dreieck mit dem Elementardreieck (4.) des $4 zusammen, so 


besitzt der Faktor (23.) den in $ 4 unter (7.) angegebenen Wert, wobei 
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jedoch der Faktor , daselbst zu unterdrücken ist. Zugleich findet sich für 


K aus (27'.) (da IU,= ae Y=T35, = 8”; 4,= rn, Yı=!tısıs ?ı sı; 4,= (7 + ",) f 
n=(r+n)6+s), 3=(6+39) 
2 2 t,t, It 
(27°.) K = mat 12) 10) 1610 


Der Wert des Integrals ./, erstreckt über die Fläche des Klementardreiecks 
RN » .\ . » » » > . 
(28.) (?,8), (1,51), (2 +r,5+ $1) 
läßt sieh demnach in übersichtlicher Weise folgendermaßen darstellen. 
Wenn @G(t, 4, 4,) eine ganze rationale Funktion von /,, /,, /, bezeichnet. 
so verstehe man unter 


(29.) Ki (d,, t, en, | 


’ </]J 


denjenigen Wert, welcher entsteht, falls man jedes Potenzprodukt 


Int, t} 
dureh 
LIItL! 
(,+l+1,+2)! 
ersetzt. 
Der in ede stehende Wert des Integrals ./, ist dann 
DYs 1 | eo , 2 2 b, E, E 
(30.) Te teten ) | 

wobei 


1) 2 A 


("=ar+Pprs+ys, ! 
(31.) | 
| M=eu(r + ")+pP r+ ",) S +s,)+7y7(s + N, fi 


Da nun der Kegelschnitt (24.) durch die Elementardreiecke einfach 
und lückenlos ausgefüllt wird, so ist das über den Kegelschnitt erstreckte 
Integral -/, gleich der Summe der über die Elementardreiecke erstreckten 
Integrale -/,. Berücksichtigt man noch, daß je sechs Lösungen der Gleichung 


(32.) rs —sn—l 
ein und dasselbe Elementardreieck (28.) entspricht, so erhält man nun die 
Gleichung 
127 un | ( tt, BE ri u )' ' 
(33.) 2 = 0) a) @ X\30) 7a) + 70) 72) 7 7) 70) B 


(u + 1)Aday — Bet Vdoy—p 
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wobei die Summe über alle Lösungen der Gleichung (32.) zu erstrecken 
ist. Indem man hier genau so verfährt, wie es in $ 4 bei der Gleichung (8.) 
geschah, entsteht der folgende Satz: 

Durchläuft (A, B,C) die sämtlichen Formen einer Klasse positiver 
quadratischer Formen der Determinante 


AU-B’=D, 


so ıst 


| I a ee ee 
(34.) k(u+1)(4 DJ“+ VD ei  ”” (C ab be ca | 


wober ın der Summe 


L 


(35.) a=A, b=A-+2B+(Ü, c=Ü 
zu setzen 1st. 
Die Zahl A hat den in $ 4 angegebenen Wert. 
Aus (34.) ergibt sich nun leicht der weitere Satz: 
Bezeichnet h die Anzahl der Klassen”) ganzzahliger positiver quadratischer 
Formen der Determinante D, so ist 
86) aD VDE [++], 


wober 


a=A, b=Ar+2B+l, c=Ü 


ıst und die Summation nunmehr über alle Systeme ganzer Zahlen A, B,C 


ausgedehnt werden muß, die den Bedingungen 


(37.) AO, C>0, AU-B’=D 
genugen. 
Jedem solchen Systeme A, 5,C entspricht ein bestimmtes System 
positiver ganzer Zahlen «a, b,c, die der Bedingung 


(38.) 2(ab+be+ca—-— a -V" — =4D 


genügen und umgekehrt. 

Daher kann die Summe (36.) auch in der Weise gebildet werden, 
daß man a,b, c alle die Gleichung (38.) befriedigenden Systeme von positiven 
ganzen Zahlen durchlaufen läßt. Aus der Symmetrie der Gleichung (38.) 
geht hervor, daß man in jeder auf die Systeme (a, b,c) bezüglichen Summe 


*) Die „Anzahl“ der Klassen ist hier in demselben Sinne zu verstehen wie in $ 4. 
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jr 


die Summationsbuchstaben «a, d, c beliebig mit einander vertauschen darf. 
Bezeichnen z. B. 0, 0,r nicht-negative ganze Zahlen und setzt man 


1 


aet!hotl.ut!? 


(39.) o,0,T!=2 
so wird sich der Wert dieser Summe bei einer beliebigen Vertauschung der 
Exponenten g, 0, r nicht ändern. 

Entwickelt man die rechte Seite der Gleichung (36.), so erscheint 
die Klassenzahl 4 durch Summen der Form (39.) ausgedrückt. Man erhält 
zunächst für das allgemeine Glied der Summe in (36.) durch Ausführung 
der u-ten Potenz 


' 
I 
N ME po ges partne ppirtun para. 
(abe)"t u. 'u,.4,! 


0 .- ww, 


wobei die Summation über alle nicht-negativen Lösungen der Gleichung 
(40.) w+u+W=u 


zu erstrecken ist. Hier hat man das auftretende Potenzprodukt von A, /. f 
nach (17.) zu ersetzen, wodurch die vorstehende Summe nach leichter Um- 
formung übergeht in 

1 u! (u—u,)! (u —u,)!(u—ı,)! 
(abeyut! Zu+2)! u! a! a,! 


u 


ar ya che, 


Iragt man dies ın (36.) ein und benutzt die Bezeichnung (39). so kommt 
schließlich 


.. (a+1)! u+1 
h: In On za ED) vn 
(41.) 


\f \f \t 

„ (—u,)!(uw—u)!(u—u,)' 
x —_— ! 1} ! | 
Ms U, Ma U... Hs. 


a) Er. 





Die Summation ist der Gleichung (40.) gemäß auszuführen. 

Im Falle «=0 fällt die Gleichung (41.) mit (13.) oder (14.) von 
S4 zusammen. 

In den Fällen «=1,2,3 spezialisiert sich (41.) wie folgt: 
| 


4 21/ . 
(41..) h=3;-D’VD.x—;;; 
16 


(41,.) h= rn PD ] D-2(:- vn ı ); 


a here? 
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32 


(41,.) h= I* VD. wen ei „+ i. es. 


3ldr a'b*’e ArTER a?’ b°e? 


Die Summen in (41,.) und (41;.) lassen sich in ähnlicher Weise umformen 
wie die in $ 4 unter (13.) auftretende Summe. Man findet hierdurch die 
beiden folgenden Darstellungen der Klassenzahl: 


ni 4 se % | 1 1 
42.) / pyD|-, 2 > ML ENUR, 
( A IT D’sepnr+s +2 (n?+ D)? ob. 2a s+2n + rear N ’ 


16 l < 1 L 
/ u D[, < ar 2 + 
(43.\ | 15 D ss epr+ts u" (n® + D)' I El eh: -2n 3 
(+9.) 
| 1 


x 


1 | 
+ D’.=on(r 4 pr (n? + D)’ le: -s+2n)' ce 





Für D=1 ergibt (42.), wenn man die Rechnung bei » —3 abbricht, für die 
Klassenzahl A den angenäherten Wert 


l FE +, 6 +D)+;5 ;Cot3 )+ io at5 +13 +D)]=; 0,99 16.. 


Für D=2 ergab (45.) bei Berücksichtigung der Glieder bis „=4 (wobei 
») 


_ 


„; und , = 


noch die n=5 entsprechenden Glieder ,- mitgenommen wurden) 
ng 


39 


eo 


Bsy2rı 2,271 1 2 Ri 
Kez THEIR, tt .|= Ze. 


dr 


Da die Klassenzahl, abgesehen von den partikulären Fällen, wo D ein 
(Juadrat oder das Dreifache eines Quadrates ist, eine ganze Zahl ist, so 
braucht man die sie darstellenden Reihen nur so weit zu berechnen, Au man 
sicher ist, daß der Betrag der vernachlässigten Glieder unterhalb 1 liegt. 
Hlierzu bedarf es einer näheren Untersuchung des Restes der in Rede 
stehenden Reihen, wobei die Bestimmung des asymptotischen Wertes gewisser 
zahlentheoretischer Funktionen erforderlich zu sein scheint. 
In betreff des Restes /},, der in (42,) auftretenden Reihe: 


r » W(n, D 1 1 
a) Ber. 4B- I 25 
om (R’+ D) sn +-s+2n r+s—2n 


Ts 


mögen hier nur folgende Bemerkungen Platz finden. 
Sobald » eine gewisse Grenze N überschritten hat, wird die Gleichung 


rs=nM+D 


keine Lösung, für die s—=, ist, besitzen, weil nur für endlich viele Zahlen », 





Se 


YA 


n 


W 


u 


W 
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"=n"+D, di (+n)(r-—n)=D 


sein kann. Es ist daher, für n>\, 


r ß | | 
(45.) vn, D)=2.8(,.,,5," r+ a). en 


Unter den Zahlen "+s+2n, die in dieser Summe auftreten, sind keine 
zwei gleiche vorhanden, da aus 


+ == r' - F => 78 ’ r>S, y° ap Ss 
notwendig "= 1", s=s’ folgt. Die größte unter diesen Zahlen ist 


1+(@®+D)+2n=D+(n +1). 
Daher ist 
o 1 Be u =U+lg(D+ (n+1)') r& 
-r+s+2n BR ” | } 


-(+2lgn+e', 


wo e mit unendlich wachsendem » verschwindet und Ü die \ascheroniseh e 
Konstante bezeichnet. Ebenso ergibt sich 

D+(n—1)? 

1: __ Dan] . 


%y' En 
— . > —. ’ l 
r+s—2n TE - 


= ( +2lgn + E& 
und folglich 
(46.) w(n, D) <—4(( ‚+ 2lgn +n,), 
wo n„ mit unendlich wachsendem n verschwindet. 
Sobald m>N vorausgesetzt wird, ist daher 


- ÖÜ+2len-+ı 
BR, <42 (n’ + D)’ 


jr 


eine Ungleichung, die über den Grad der Konvergenz der Entwicklung (42.) 
einigen Aufschluß gibt. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3. 


Uber eine besondere Dirichletsche Reihe. 


Von Herrn W. Wirtinger in Wien. 


in folgenden soll die Tatsache, daß eine symmetrische Funktion 
aller bei Umlaufung einer Stelle entstehenden Zweige einer mehrdeutigen 
Funktion in der Umgebung dieser Stelle eindeutig ist, zur Herleitung einiger 
T'ransformationsformeln verwendet werden, welche sich auf Funktionen 


beziehen, die mit der Aremannschen Z-Funktion eng zusammenhängen. Für 


diese selbst ergibt sich dabei eine neue Darstellung. 

Definiert man die Funktion /(/(x)) so, daß sie auf der reellen Achse 
von 1 bis co reelle Werte annimmt, wird ferner die Strecke 0,1 als ein 
Schnitt in der Ebene der Variablen x gezogen, so ist in dem übrigbleibenden 
Bereich die Funktion 


(1.) ed (1) 


unendlich vieldeutig. Ist dann der reelle Teil von s größer als 1, so kon- 


vergiert die über alle Werte der Funktion (/x)”*, welche sie bei Umlaufung 


der Streeke 0, 1 annehmen kann, erstreckte Summe gleichmäßig und ist 
eindeutig, ausgenommen die Streeke 0,1, bei deren Überschreitung andere 
Zweige der Funktion eintreten. 

Es ist also dann 


(2.) B(2,s)= (Id) +2kai)” 


in diesem Gebiete eine eindeutige Funktion von «. 


Dabei ist zu beachten, daß den einzelnen Gliedern der Summe jene 
Werte beizulegen sind, welche aus dem durch (1.) definierten Werte von 
(/2)” hervorgehen, wenn die Strecke 0,1 von der Variablen |k]-mal im 
positiven bezw. negativen Sinn umlaufen wird. 





( 
c 
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Da #(x,s) außerhalb des Einheitskreises eindeutig und im Unend- 
lichen gleich Null ist, so kann es in diesem Gebiet in eine nach negativen 
ganzen Potenzen von x fortschreitende heihe ohne konstantes Glied ent- 
wickelt werden. 


Man hat daher 
(3.) ch(Yr. s) 2a.r” 
und 
(4.) 2nia,= / bla, s) ar" da, 
(R) 
die Integration erstreckt über einen Kreis vom Radius A >1. 
Setzt man hier © —=/te' und integriert gliedweise, so kann man die 
einzelnen Glieder zusammenziehen und man erhält 


„+ ER 
(9.) na, = / (I(R) +ip)e u „dy. 
Ai 
Führt man hier /R-+:p=z als neue Variable ein, so kommt 
(6.) Onia,= [  zrerdz. 


Man erkennt nun sofort, daß sich dieses Integral auf die Gamma- 
funktion zurückführen läßt, wenn man den Integrationsweg in eine die 
Strecke 0, —& in der z-Ebene umlaufende Schleife deformiert, was wegen 
des positiven » und der Annahme über s ohne weiteres gestattet ist. Man 
erhält so 


m l ü } { 
(7.) a,= sm sl Us) = yııı 
; (\$) 


und daher die Entwicklung 


Y 
y1 yıı! 
1 


8. $b(x.s)= 
( ) ( / I (s) 
giltig für |x|> 1, wenn auch der reelle Teil von s gröber ist als 1. 

Die rechte Seite von (8.) stellt aber, wenn nur |x|>1, für jedes 
eine analytische Funktion von s dar, und zwar eine ganze eindeutige Funktion 
von 5, 
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Um aber die analytische Fortsetzung auch für jedes © zu gewinnen, 
benutzen wir den Umstand, daß die Funktionalgleichung”) besteht 


o® (w,s) 4 S ’ 7 
Frau ae P(xz,s+1). 


ZN 

(4) ”. 

Da nun der betrachtete Zweig von “(x,s) im Unendlichen ver- 
schwindet, so folgt hieraus 

2 OEL NEE ze for da 

10.) (,)=5 f Pi,s+D—. 


x 


Ist der reelle "Teil von s positiv, wenn auch kleiner als 1, so 
kann man die Integration der Summe nicht mehr direkt gliedweise bis ins 
Unendliche ausführen, wohl aber bis zu einem endlichen Wert a, wenn 
|a}>1. Zerlegt man aber den Integrationsweg in zwei Teile von x bis «a 
und von « bis © und benutzt für das zweite Integral die Entwicklung (8.), 


so folgt 


(11) 2. 9= E [I +2kaiy" (Io) + 2kai)]+ 


% 
—y „sl 


1 < 
I’(s)\ MaN® 

Diese Formel gilt nun für jedes s mit positivem reellem Teil und 
jedes © auch bei beliebiger analytischer Fortsetzung, wenn nur den einzelnen 
Potenzen in der ersten Summe die richtigen Werte beigelegt werden. Um 
diese zu bestimmen, hat man zuerst die bei 4-maligem Umlauf um 0,1 aus 
e“) hervorgehenden Werte zu bestimmen, sodann aber in allen diesen 
Werten noch « den Integrationsweg bis © durchlaufen zu lassen. Um die 
Fortsetzung für beliebige Werte von s zu erhalten, kann man in der gleichen 
Weise die Gleichung (10.) wiederholt benutzen. Man erkennt so, daß bei 
beliebiger analytischer Fortsetzung in bezug auf s und x die Funktion 2 («, s) 
immer eine ganze Funktion von s bleibt. Dagegen ist zu bemerken, dab 
die übrigen Zweige von (x, s) nicht nur die Stellen 0,1, sondern auch die 
Stelle » als singnläre haben, einzig den durch (8.) definierten Zweig aus- 
genommen. 


Im besondern ergibt sich, daß die Funktion 


(12., $b, (X, $) - D £3 s)— (1x) 


*) Man vergleiche die im wesentlichen mit (9.) zusammenfallende Gleichung. 
welche 77. Hilbert in seinen „mathematischen Problemen“ anführt. 
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in der Umgebung der Stelle ©=1 einen regulären Zweig hat, der aus dem 
durch (8.) definierten Zweig von $(x, s) hervorgeht. Dieser läßt sich daher 
in eine nach ganzen positiven Potenzen von 1— x oder auch nach /(«) in 
der Umgebung dieser Stelle entwickeln. Die Entwicklungskoeffizienten sind 
dann ebenfalls ganze analytische Funktionen von s, welche für jedes 
definiert sind. 

Wird nun zunächst der reelle Teil von s größer als 1 genommen, 
so kann man zur Berechnung von #,(1,s) unmittelbar Formel (2.) ver- 
wenden und man erhält, wenn man beachtet, daß nach unseren Festsetzungen 


TI . . . 
„, dagegen bei negativen / das Ar- 


._ 


2knı bei positiven % das Argument 


ui 
sument —-,. erhalten muß, 


(13.) $b, (1,5s)=2(2n)" cos = R > u. 


_ 


Da nun die linke Seite für jedes s fortsetzbar ist, so ist es auch die 
rechte Seite und es ist für jedes s 

. r , IS \ 
(14.) b,(1,s)=2(2n)" c0s—£(s) 


ern 


womit also auch ein Beweis für die Fortsetzbarkeit von [(s) erbracht’ ist. 


/ 





und zwar so, daß nur die singulären Stellen s=1,— 1,—3,—5,... usw. 
möglich sind. 

Nimmt man aber zweitens an, der reelle Teil von s sei negativ, so 
konvergiert die rechte Seite der Formel (8.) für ©—=1 und es verschwindet 
({(&))” für diesen Wert. Man erhält also dann 


(15.) b,(1l,s) 


(1 \ 
f » 
— N 
\ >\ / 


Is) 
und wegen der unbeschränkten Fortsetzbarkeit der linken Seite gilt diese 
Formel wieder für jeden Wert von s. Hieraus ergibt sich, dab I(1—s 
nur die singulären Stellen 0, —1,—2,... haben kann, also {(s) nur die 
singulären Stellen 1,2,3, usw. haben kann, was zusammen mit dem aus 
(14.) Gefolgerten nur die singuläre Stelle 1 für {(s) ergibt. Zugleich erhält 
man aus (14.) und (15.) zusammen die bekannte /fremannsche Gleichung 
(16.) (1-5)=2(27) "eos I()ICe). 


) \ au 


Die übrigen Entwicklungskoeffizienten von &,(r,s) kann man dureh Ent- 
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wicklung der einzelnen Glieder von (2.) nach dem binomischen Satz finden, 
wobei man erhält 


(17) bla, )=(la)"+2(2n) 3 cos CHR LG) Fe ' 


0 In 


Der Konvergenzbereich von (17.) ist gegeben durch |/(@)|<2n. Vergleicht 
man die Reihe (17.) mit der Reihe (8.), so erhält man nach leichter Um- 
formung die von Herrn E. Lindelöf gefundene Entwicklung.” 

Für die Funktion {(s) selbst aber erhält man aus (11.) durch Ver- 
sleich mit (14.) noch die Formel 


ST . +% h r i 
2(27) c0s SE) = 8 (hai) (Ka) + 2kar)“) 
(18.) ü nie 
ur 
ae \ —s n u 
(la) + 16) 2 a 





in welcher der Akzent beim Summenzeichen in der üblichen Weise bedeutet, 
daß das Glied mit %—=0 wegzulassen ist. Die Formel ist giltig für jedes s 
mit positivem reellem Teil und jedes |a|>1. 

Man könnte der Formel (17.) analoge an die Seite stellen mit einem 
Konvergenzbezirk |/(a)| <2hn, wo h eine ganze Zahl bedeutet, wenn man 
die Entwieklung nach dem binomischen Satz erst auf die Glieder mit 
4) >h anwendet. Dieses Ergebnis könnte noch mit Hilfe der Zrrlerschen 
Summenformel umgestaltet werden. 

Ferner könnte man der Formel (18.) analoge Formeln aufstellen, 
welche gelten, sobald der reelle Teil von s größer als eine ganze negative 
Zahl ist, indem man die erwähnten der Formel (11.) analogen Formeln 
benutzt. 

Setzt man ferner in Formel (8.) einmal «=e’”” und das andere Mal 
v eo, so erhält man zwei Formeln, aus denen durch passende Kom- 
bination die von /. Hurwitz””) gegebene Formel hervorgeht. 

Auch die erste /tremannsche Darstellung von &(s) durch ein be- 
stimmtes Integral erhält man einfach aus den vorstehenden Entwicklungen. 
Aus der Gleichung (12.) folgt nämlich nach dem Cauchyschen Satz 
D(w, 


(19.) 2nibill,)= / 


(b) (4) 


6) .. LU)” ;, 
da / da 


c—] 


7 — 


l‚e Caleul des Residus, Paris, Gauthier Villars 1905, S. 130. 
**), Zeitschrift für Mathem. u. Phys. 27 (1882). 
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Dabei sind die Integrale rechts von einem Punkte 5 der Strecke 0,1 über 
einen positiven Umlauf um den Punkt 1 bis wieder nach 5 zu erstrecken. 

Nimmt man nun zuerst wieder an, es sei der reelle Teil von 
größer als 1, so ist D(O,s)=0 und man kann für den Punkt 5 auch den 
Nullpunkt nehmen. 

Das erste Integral in (19.) verschwindet aber unter der Voraussetzung 
für s. Erstreckt man nämlich das Integral über eine 0, 1 einmal umlaufende 
geschlossene Kurve, so zeigt Formel (8.) unmittelbar das Verschwinden 
desselben, und da die Funktion auch noch für = (0 nach der Annahme über : 
integrierbar bleibt, so ist auch 


’ De. s)d.x 


(20.) / . 


z—] 
(0) 


Daher folgt aus (19.) 


(21.) EI 


Man erkennt, daß hier das Integral für jeden Wert von s eine analytische 
Funktion definiert. 

Schreibt man statt 1—s nun s und setzt © —=e”‘, so erhält man genau 
die /tiemannsche Formel. 

Nimmt man jedoch in (21.) als Integrationsweg einen Kreis vom 
hadius 1 mit dem Mittelpunkt 1, setzt also @=1+ e'*, so erhält man die Formel 


21 ı. Ei ER re 
(22.) 61-9 = / TKIFENAR. 


=> 78 
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Problemstellung. 


Die vorliegende Arbeit benutzt mehrfach Methoden, welche von 
Dirichlet ausgebildet worden sind. 

Ich stellte mir folgendes Problem: 

Ein System von n linearen Formen $,&,...$, 
day dy, mit beliebigen reellen Koeffizienten 


mit » Variabeln 


ı 


n 
© Sn _ 


on r% Ok 


und von Null verschiedener Determinante heiße einem zweiten solchen 
Systeme 71, N, ...7, arıthmetisch dquivalent, wenn jedes der zwei Systeme 
sich in das andere durch eine homogene lineare Substitution mat lauter 
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ganzzahligen Koeffizienten transformieren läßt. Es soll nun «n der Mannig- 
faltıgkeit A der n’ reellen Parameter «,, ein Bereich B konstruiert werden, 
in welchem jede vollständige Vereinigung (Alasse) unter einander äquivalenter 
Systeme durch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des Bereichs 
zu liegen kommt, auch nur durch einen einzigen Punkt repräsentiert wird. 

Dieses Problem läßt sich sofort auf ein entsprechendes Problem über 
positive quadratische Formen zurückführen. Wir bilden aus S$,,5,...£, die 
(Juadratsumme 


0 


)) > 
n !- 


Sie ist eine positive quadratische Form der n Varrabeln &,, 3, ...., mit den 


In 


+++ 


In 


+ 


Un 


Koeffizienten 
1 o?f 


77 — (l,,—=0%,,0,1, + 05,09, ++ 0,,0,:. 
2 Oa,0H ” 1 rt aa Hr nn Ak 


. . nn 1 . ° . . ° n'n+ R 
Wir betrachten die ( au ) _ dimensionale Mannigfaltickeit A der 5 
beliebig veränderlichen reellen Parameter «,,. Jedem Punkte /= («,,) dieser 


Mannigfaltigkeit A, für den die Form / sich als wesentlich positiv erweist, 
entspricht auf Grund der eben hingeschriebenen Gleichungen noch ein 
"@—U)_ dimensionales Gebiet A(/) von Punkten («,) in der Mannig- 
faltigkeit A. 


Wir übertragen den Begriff der arithmetischen Äquivalenz und Klasse 
sinngemäß auf die positiven quadratischen Formen, und wur suchen in de 
Mannigfaltigkeit A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadratischer 
Formen durch einen Punkt, und wenn der Punkt in das Innere von B fallt, 
auch nur durch einen einzigen Punkt repräsentiert wird. 

Alsdann bilden die Gebiete A(/) zu allen in 3 gelegenen Punkten / 
den verlangten Diskontinuitätsbereich B in der Mannigfaltigkeit A. 

Ich werde nachweisen, daß der Diskontinutätsbereich B für die arıth- 
metische Äquiralenz der positiven quadratischen Formen derart konstruiert 
werden kann, daß er ın der Manmgfaltigkeit A emen von einer endlichen 
Anzahl von Ebenen begrenzten konvexen Kegel mit dem durch /=0 repräsen- 
tierten Nullpunkte als Spitze vorstellt. 

Durch diesen Satz wird für die positiven quadratischen Formen mit 
n Variabeln die Theorie der arithmetischen Äquivalenz auf dieselbe Höhe 
gebracht, welche sie für die ternären Formen dureh die Abhandlung von 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3. 29 
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Dirichlet: Uber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei 


unbestimmten ganzen Zahlen erreichte. 


Derjenige Teil des Diskontinuitätsbereichs 7, welcher den Formen / 


mit einer Determinante <1 entspricht, besitzt ein endliches Volumen. Für 
»=2 kommt dieses Volumen wesentlich auf den nichteuklidischen Flächen- 
inhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfunktion ./(w) hinaus. 
Die allgemeine Ermittlung jenes Volumens gelingt hier mit Hilfe derjenigen 
Prinzipien, auf welche Drrichlet die Berechnung der Klassenanzahlen der 
ganzzahligen binären quadratischen Formen gegründet hat, und zwar kommt 
das analytısche Element in diesen Prinzipien gerade bei der hier zu machenden 
Anwendung am reinsten zum Vorschein. 

Mit jenem Volumen hängen gewisse asymptotische Gesetze betreffs 
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er- 
möglicht der Wert des Volumens einen Schluß auf die diehteste Ausfüllung 
des »-dimensionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln. 


Die einschlägige Literatur zu den hier behandelten Gegenständen ist 
in meiner Arbeit im 107. Bande dieses Journals ausführlich genannt und 
verweise ich dieserhalb auf die dortigen Angaben. 


$ 1. Charakter der positiven quadratischen Formen. 
Ks sei 
aut a) = Zap (M,k=1,2,..n) 
eine quadratische Form der » Variabeln x,,,,... x, mit reellen Koeffizienten 
{,y. Wir setzen stets «= «@, für A<%k voraus. Die aus der A,, h,, ... h,-ten 


Horizontal- und der %,,/»,... A,-ten Vertikalreihe des quadratischen Schemas 
der @,, hergestellte »-reihige Determinante bezeichnen wir mit 


Ri; kz, ... k, 
1. Dafür, daß / eine wesentlich positive Form sei, ist bekanntlich 
notwendig und hinreichend, daß die rn Determinanten 


cc 
rue ')=D, für h=1,2,...n 
1,2,..8 | 








d 
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sämtlich positiv sind. Die letzte dieser Größen, D,, ist die Determinante 
der Form /, deren Wert wir auch mit D(f) bezeichnen. Wir setzen noch 


Du 1, 
l 6% Ih >. l li 
Be ’ 
D, ] ag‘ —— gs ie 
u K u — A 
Dı.- ai ER Sr Der 4 Ik a u ET 
en R D( | s , .) 
Ku 
Dann sind auch alle Größen 9, >" und besteht die identische Darstellung 


(1.) matt trnE 


MN 
- IV 


mit 


(2.) En =u+ Yızıda +++ 7 imln; G=r,+'-+ anlnyerrenn in Uns 


welche den Charakter "ron f als positive Form im Erden: setzt, 
2. Die Vergleichung der Koeffizienten von 7,%,...2, auf beiden 
Seiten von (1.) ergibt 
(3.) dn=ı Ay > Gay er An In 


und durch Multiplikation dieser Unglerchungen folgt 
(4.) LRLER BE 


* 


3. Ist L ein gegebener positiver Wert und soll /—_L ausfallen, so 
folgt aus (1.): 


n 


S>D(f). 


l; Co 


Ak | ’ ER | 
In 


und diesen Ungleichungen können nach den Ausdrücken (2.) nur eine 


’ .» 
In-—1 


endliche Anzahl verschiedener ganzzahliger Systeme x,,%,_1,...2; genügen. 
Wir haben daher den Satz: 

Eırne positive quadratische Form f kann nur fur eine endliche Anzahl 
von ganzzahlıgen Systemen der Vartabeln Werte annehmen, die ewne gegeben: 


Schranke L nicht überschreiten. 


$2. Anordnung in emer n-dimenstonalen Mannigfaltıgkeit. 


Sind @,,@,,...«a, und b,,b,,...b, zwei verschiedene Systeme von je 
n Größen und hat man 


ET WO m b,. 


w- 


dl, =D, ar 
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wo / einen der Werte 1,2,...». bedeuten kann, so heiße das erste System 
höher, das zweite medriger als das andere, und zwar an I-ter Stelle höher 
bezw. niedriger. 

Es sei eine unendliche Menge von Systemen S(a,,d@3,...a,) VOr- 
gelegt mit folgender Eigenschaft: Ist «,, a,,....a, ein beliebiges System 
daraus und / eine beliebige der Zahlen 1,2,...n, so soll bei allen vor- 
handenen Systemen Ö,, b2,....d, der Menge, welche genau an /-ter Stelle 
niedriger als das erste System sind, für die Größe b, jedesmal nur eine 
endliche Anzahl verschiedener Werte in Betracht kommen. 

Dildet man alsdann von einem beliebigen Systeme S der Menge aus- 
sehend, soweit als angängig, eine Reihe von Systemen S, SV, SO, ..., sodaß 
jedes folgende niedriger als das vorhergehende ist, so muß eine solche Reihe 
stets nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Es muß sich also 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten schließlich ein System einstellen, 
zu welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches demnach 
das swwedrigste System in der Menge vorstellt. 

Für n=1 ist die Behauptung evident. Nun sei »>1. Betrachten 
wir zum Ausgangssysteme S(@,, 43, ...a,) alle Systeme a,, b,,... b, der 
Menge, welche mit ihm in dem ersten Elemente a, übereinstimmen, so bilden 


n 


die darin auftretenden Systeme Ö,, ... b, eine Menge von Systemen aus 
— 1 Elementen mit ganz entsprechender Eigenschaft, wie wir sie für die 
gegebene Menge n-gliedriger Systeme voraussetzen. Nehmen wir nun den 
zu beweisenden Satz bereits als erwiesen an, wenn die Zahl »—1 anstatt 
steht, so kann eine Reihe S, SP, S®, ,.. nur mit einer endlichen Anzahl von 
T'ermen derart fortschreiten, daß das erste Element umgeändert bleibt und 
jedesmal eine Ermedrigung an der zweiten bis n-ten Stelle eintritt. Da außer- 
dem eine Krmiedrigung genau an erster Stelle nach Voraussetzung ebenfalls 
nur eine endliche Anzahl von Malen vorkommen kann, so ist der zu be- 
weisende Satz sofort für Systeme aus „ Gliedern klar. 


$ 3. Niedrigste Formen ın einer Klasse. 


Der Begriff der arithmetischen Äquivalenz von positiven quadratischen 
Formen ist schon in der Einleitung erwähnt worden. Zwei positive Formen 


= Fa. Uu%, 9= Z0dYıY (h,k=1,..n) 
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sind hierbei dann und nur dann dguivalent, wenn f in g durch eine yunz- 
sahlige Transformation mit einer Determinante +1 überzuführen ist. 


1, Ist dabei 


(9.) dj: du; Ad, Dan, co. Bi. 


so mögen / und y gleichgestellt heißen. Ist dagegen 


(6.) Ay dur ++ Ara ee U WR 


wobei / einen der Werte 1,2,.... haben kann, so soll / höher als y und 
y miedriger als f und zwar an /-ter Stelle höher bezw. niedriger heißen. 
Es sei 
(1) = Su t Say t "+ SunY. (1,2...) 
eine ganzzahlige Substitution mit einer Determinante +1. welche / in g 
überführt, so hat man 


by, (su; RN S,x) (} | 


Ist 9 an Fler Stelle niedriger als f, so folgt daher 


(8.) en; er. 8.) —(ıy ge Mas ıcı wa e; 1) =(,_;. 1-13 ls... ri \« (ne 


Ferner ist die aus den ! ersten Vertikalreihen der Substitution EZ. Je bildete 
Matrıww 
O\ 
9.) 








) N ) . 1 ) 
Sul (h = Bias; ı_  K U PN 


onmodular, d.h. der größte gemeinsame Teiler aller aus ihr zu bildenden 
/-reihigen Determinanten ist gleich 1. 

Hiernach ist leicht zu entscheiden, ob es ın der Klasse von f eine 
Form g gebt, welche niedriger als f ist. Wir nehmen für /nach einander jeden 
der Werte 1,2,...n und fassen jedesmal das System der Bedingungen (8.) 
ins Auge. Nach $ 1 kann es jedesmal gewiß nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Zahlen s,, (k<Z/) geben, welche diesen Bedingungen genügen. Sowie 
für eines der betreffenden Lösungssysteme die Matrıw (9.) unımodular ist, 
können wir bekanntlich zu dieser Matrix » — / weitere Vertikalreihen ganz- 
zahliger Koeffizienten s,,(A=/+1,...n) hinzufügen, sodaß die Determinante 
des entstehenden quadratischen Schemas + 1 wird, und es führt dann die zu- 
gehörige Substitution (7.) in der Tat / in eine an /-ter Stelle niedrigere 
Form y9 über. Dabei kommen jedesmal für b, nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werte in Frage. 





226 NMinkowski, Diskontinuitätsbereich für arithmetische Aquivalenz. 


2. Auf Grund des Hilfssatzes in $ 2 kann man nunmehr in jeder 
Klasse f eine solche Form g ermitteln, zu welcher es keine niedrigere Form in 
der Klasse gebt und welche wir daher eine niedrigste Form der Klasse nennen. 
Alle äquivalenten mit ihr gleichgestellten Formen sind gleichzeitig niedrigste 
Formen der Klasse. 

3. Soll die Form / durch die Substitution (7.) in eine gleichgestellt 
Form übergehen, so müssen die r» Gleichungen 


[Sur Sm) Ayıy re Finn +++ Sam) = Uun 


statthaben; es genügen ihnen nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Systeme 
Sur und gebt es daher gewiß auch nur eine endhiche Anzahl ganzzahlıyer Substi- 
(utionen mit einer Determinante +1, durch welche eine Form in gleichgestellte 
übergeht. Insbesondere zeigt sich, daß jede positive Form nur eime endlich: 
Anzahl ganzzahliger Transformationen in sich besitzt. 

4, Jede Form / geht durch die 2” Substitutionen 


(10.) «U _— +Yy, «ly _ + Ya; ur. LU, =+ Yus 


wobei ein jedes der » Vorzeichen unabhängig von den anderen als + oder 
— angenommen werden kann, in gleichgestellte Formen über. 

5. Es möge für einen Moment eine Form / und die ganze zugehörige 
Klasse allgemein heißen, wenn eine Gleichung 


[iz Ray 2%) = f(Yır Yar +++ Yu) 


mit ganzzahligen Werten ,,.%,....%,3 Yı3 Ya, +. Y, Niemals anders bestehen kann, 
als daß das System Yı, Yay +. 4%, ME &, 0, ...X, oder mit a, de — dl, 


übereinstimmt. Insbesondere wird dieser Charakter für / zutreffen, wenn 
+1) 


) 
lation mit ganzzahligen Koeffizienten besteht. Vergleichen wir insbesondere 
die zwei Systeme 


s nn r . 3 . . 
zwischen den ( Koeffizienten «a,, von f keine homogene lineare he- 


«U, 


2 # zu, el, i,=d und Yı 9 Ymazml, Yk (I) a z’hA+1) 


mit einander, so zeigt sich, daß in einer allgemeinen Form / gewiß jeder 
Koeffizient @,,;, von Null verschieden ausfällt. 

Ist die Klasse / eine allgemeine, s9 geht offenbar jede Form daraus 
einzig durch die 2” Substitutionen (10.) in äquivalente gleichgestellte Formen 
über, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigste Form g, welche 
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noch die Bedingungen 

Di 
erfüllt. 

6. Wir bezeichnen mit E die identische Substitution, ferner zu jeder 
Substitution S als entgegengesetzte und mit — S diejenige Substitution, welche 
durch Anderung aller Koeffizienten s,, in die entgegengesetzten Werte — s 
entsteht. 


4, Reduzierte Formen. 


vn 


Es sind wesentlich die niedrigsten Formen einer Klasse, welche 
[lermite (dieses Journal Bd. 40) als reduzierte Formen eingeführt hat mit 
der Absicht, in der Menge dieser Formen einen Diskontinuitätsbereich 
von der in der Einleitung dargelegten Natur zu erhalten. Hier bringen 
wir gegenüber der //ermiteschen Definition eine Vereinfachung dadurch an, 
daß wir gewisse kompliziertere Charaktere, welche für niedrigste Formen zu 
fordern wären, die ihren Einfluß aber nur auf Teile der Begrenzung des 
Diskontinuitätsbereiches äußern würden, beiseite lassen. 

l. Es sei / eine der Zahlen 1, 2,...z, und wir wollen unter 
PR U PRRRRR >. hier allgemein ein solches System von n ganzen Zahlen ver- 
stehen, wobei der größte gemeinsame Teiler der letzten n—(l—-1) Zahlen 
darunter, also von s®, ss), ,...s(’ gleich 1 «ist. Ferner bedeute e{), «, ... e 
speziell die /-te Vertikalreihe der identischen Substitution #. 

Zu jedem Systeme s{’, s$’, ... s\’ kann man offenbar stets eıne yanzzahliy: 
Substitution SO von einer Determinante +1 herstellen, in deren quadratischem 
Koeffizientenschema die ersten 1—1 Vertikalreihen wie bei der identischen 
Substitution E aussehen und dte I-te Rerhe von eben jenem Syst me hıldet 


wird, also eine Substitution 
u=yt sy, + 83 .1r1 Yızı #°°° + Sun Ym | ); 
it (/ N e 
L, = Sy FH Sn. Yan ++ Sn Ya u“ ). 
Durch eine solehe Substitution S geht eine Form 


f=- Fa, N 9 buy Yi 


über, so daß 


zu S/Ad aA 
dn = Aue Da ti, b, [a2 yes 
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ist. Wenn nun / speziell eine niedrigste Form in ihrer Klasse ist, wird 
hierbei stets d,—>ca, sein müssen. 

2. Wir stellen nunmehr folgende Definition auf: 

sıne quadratische Form 


$ y’ » ’ —— u ’ ° 
fa 2, ... x) — MUT 
soll eine reduzierte Form heißen, wenn sie allen möglichen Ungleichungen 
2) " !) l d l 
(I.) (si ”, DA 


genügt für jedes 1=1,2,...n und alle ganzzahligen Systeme si’, sy... 
wober der größte gemeinsame Teiler der Zahlen a RE gleich 1 ost, 
und ferner noch den Bedingungen: 


(II) BD 


Wir schließen bei den Ungleichungen (1.) jedesmal ausdrücklich die 
zwei Systeme s’—e®(h=1,...n) und ®P—=-e” (h—1,...n) aus, wofür (I.) 
keine wirkliche Bedingung in den «@,, vorstellen würde. 

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir nicht bereits f 
als eine positive Form voraus. 

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche 
noch die Zusatzbedingungen (II.) erfüllt, stets eine reduzierte Form. Nach 
den Ergebnissen des $ 3 gibt es daher in jeder Klasse positiver Formen stets 
wenigstens ewme reduzierte Form. 

4. Die zum Index / gehörigen der Ungleichungen (1.) besagen, d«ap 
a, das Minimum unter allen Werten f(&,%,...2,) für solche ganze Zahlen 
Cs lyyer 0, Ist, wobei %, Kıyıya.. 2%, keinen gemeinsamen Teiler >1 haben. 

Durch eine Substitution S® gehen die sämtlichen ganzzahligen Systeme 
Vs %yyere u, Wobei 2, %r1, 7, keinen gemeinsamen Teiler >1 haben, in 
die sämtlichen ganzzahligen Systeme y,,%,...%, über, wobei %ı, Yırız +++ 4, 
keinen gemeinsamen Teiler >1 haben. 

5. Genügt eine positive Form / den Bedingungen (].) nur für 
/—=1,2,...m—1, aber nicht für /=m, so können wir aus ihr durch eine 
Substitution 5” eine äquivalente Form herleiten, welche den entsprechenden 
Bedingungen für /=1,2,...m-—1 und auch noch für /=m genügt. 

Man hat einfach alle ganzzahligen Systeme s{”, s$”,...s(” zu be- 
stimmen, für welehe /(s(”, s, ...s””) <a, ist und zugleich s{, s{? eo 


m 3) "m+1y !’* "nn 
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keinen Teiler —>1 haben. Nach Voraussetzung gibt es solche Systeme. 
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden. Man suche unter ihnen die- 
jenigen heraus, welche der Form / den kleinsten Wert erteilen, und setze 
dann in SC” als m-te Vertikalreihe ein beliebiges dieser Systeme an, so 
wird das gewünschte Ziel erreicht sein. 

Beachtet man, daß der Typus S" eine belielnge ganzzahlige Substi- 
tution mit der Determinante + 1 vorstellt, ferner, daß ber zırer verschiedenen 
Substitutionen SP(ıI<n) mat genau gleicher l-ter Vertikalreihe die zweite glı ich 
dem Produkt der ersten in eine Substitution S"*” ist, so enthalten diese Be- 
merkungen eine Methode, um zu einer gegebenen positiven Form / alle 
ganzzahligen Substitutionen zu finden, durch welche sie in äquivalente 
reduzierte Formen übergeht. 

Zugleich zeigt sich, daß die Anzahl dieser reduzierenden Substitutionen 
für jede gegebene positive Form f stets eine endliche ist. 

6. Aus diesen Erwägungen leuchtet ferner ein: Eine solche reduziert: 
Form, für welche in keiner einzigen von den Ungleichungen (1.) und (IT.) des 
(rleichheitszeichen eintritt, kann nur bei Anwendung der identischen Suhstitution 
E oder der dazu entgegengesetzten — E reduziert blerhen. 

7. Wir fassen nun die Koeffizienten «,, einer quadratischen Form 


n(n-+-1) 


als Koordinaten eines Punktes f ın einer > 


- fachen Manntgfaltıgkeit A 
auf. In dieser Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit 3 das Gebiet derjenigen 
Punkte /, welche allen Ungleichungen (I.) und (II.) genügen. Wir nennen 
b den reduzierten Raum. Das letzte Ergebnis besagt dann: 

Eine Form f um Inneren des reduzierten Raumes B., d. h. für w elche 
in keiner der Ungleichungen (I.) und (II.) das Gleichheitszeichen statthat. 
geht durch jede "on E und il verschu dene unimodhlare ganzzahlıyı Nırhı= 
stıtution ın eme Form außerhalb B über. 

Insbesondere wird eine «al/gemerne Klasse immer durch einen 
Punkt von 5 repräsentiert. 

Der Bereich 5 geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer 
ganzzahliger Substitutionen S, —S in eine bestimmte dquwimwalente Kamm 
B,=B_ über, und die Kammern, die verschiedenen solehen Paaren S, —S 
entsprechen, stoßen unter einander höchstens in Punkten der Begrenzung zu- 
sammen. Die sämtlichen Kammern 5, überdecken den ganzen Raum der 
positiven Formen. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 
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$5. Die Wände des reduzierten Raumes. 


Die Ungleichungen (I.) zur Definition einer reduzierten Form / sind 
in unendlicher Anzahl vorhanden. Wir werden nunmehr den Satz beweisen: 

Es gibt umter den Ungleichungen (1.) eine endliche Anzahl, welche all. 
übrigen dieser Unglerchungen zur Folge haben. 

Beweis: 1. Es ser zunächst n=2, also 


[= Ay 2 + 2a; «dı «dl, En d.y, a . 


Nehmen wir in (I): s”=+1, s’=1, so folgt 


rn | 
(11.) At 2ag +42 > Mn, FAR <g ln: 


2 


Aus diesen zwei Bedingungen für die zwei Vorzeichen + geht noch «,, — 0 
hervor. Nehmen wir s®=0, s"=1, so entsteht 


(12.) Ay >a 


Ben 

Ist @,=0, so folgt aus (11.) auch @,=0 und gelten wegen «.„ — 0 
bereits alle Ungleichungen (I.). 

Ist @a,>0, so folgt aus (11.) und (12.): 


a 1 Ä 3 
An < fi Au 4 Ayla, Dr=aıda — a, > 4 Ada. 
Schreiben wir 


= Rt Yı 2) + 12 2%, 


so Ist 
a 1 D 3 
. u + Lee 
Yı dm 27 ar + Yı2 — 93 92. q a 4 dag. 
11 . il 


Für ganze Zahlen s,, s;z wird nun, wenn |s,|>1, »=1 ist: 
f(& sl, 1) =( (51 ja & |) + (@,, + 2a) Isı] +42 >4y, 
andererseits, wenn |s,|>1 ist: 


ICs, $2) > > 3a, > Ay. 


So leuchtet eın, daß aus (11.) und (12.) bereits alle Ungleichungen (1.) folgen. 
2. Es sei jetzt n>>2. Setzen wir einen Teil der Variabeln «,,... x, Null 
und sind die noch übrigen dieser Variabeln x, , ©, ,..% (u <y<-"<h,), 


so wird aus / eine Form fa, &,,...%, |; dieser m Variabeln, und die zu (I. 
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entsprechenden Bedingungen für diese Form sind, wie man leicht erkennt, 
spezielle von den Bedingungen (I.) für die Form / selbst. Jede aus einer 
reduzierten Form / in solcher Weise abzuleitende Form von weniger als 
» Variabeln trägt also, von den Zusatzforderungen (II.) abgesehen, ebenfalls 
den Charakter einer reduzierten Form bei ihrer Variabelnzahl. 

Greifen wir nun von den Ungleichungen (I.) für / erstens diejenigen 
heraus, welche gerade nach sich ziehen, daß die sämtlichen bindren Formen 


he | ‘) * . I 1, 
A, Cu T U YuK 4 Apr X hk<h 


die Bedingungen (1) für reduzierte Formen erfüllen, so handelt es sich um 
gewisse Ungleichungen in endlicher Anzahl und kommen diese Unglerchungen 
auf die folgenden 


(13.) + 2a, <a, an 
und 

(14.) 0) < bu Ay‘ ee <A, 
hinaus. 


3. Wir nehmen nun an, der zu beweisende Satz sei bereits für Formen 
von weniger als n Variabeln sichergestellt, und wir können unter den Un- 
gleichungen (I.) zweitens eine endliche Anzahl auswählen, welche zur Folge 


ER x, für 


haben, daß die sämtlichen aus f abgeleiteten Formen fie, ie Um 


mn=1,2,...n -2 reduziert sind. 


Ist nun etwa 
=a,>20,=.- =q,, (1 a a 


so sind infolge von (13.) überhaupt alle Koeffizienten a,(h 1), bei welchen 
der Index h einen der Werte 1,2,...m hat, Null und wird aus / einfach 
Fi&mzız ee %af» Die Ungleichungen (I.) in bezug auf letztere Form haben 
dann bereits sämtliche Ungleichungen (1.) für f zur Folge. 

4. Nunmehr setzen wir weiterhin a, 0 voraus. Wir greifen drittens 
aus den Ungleichungen (I.) diejenigen in endlicher Anzahl vorhandenen 
heraus, welche zur Folge haben, daß auch die sämtlichen aus f abzuleitenden 
Formen Fr a ug für m —r 7 3, ..n—1 reduziert sind. 

8. Jetzt werden wir (in 5.—8.) zeigen, daß wir zu den bereits ge- 
wählten der Ungleichungen (I.) viertens eine weitere endliche Anzahl jener 
Ungleichungen derart hinzufügen können, daß aus diesen für die Deter- 


30* 
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minante D, der Form f eine Ungleichung 
(15.) D, A (dig, ... (dl 


folgt, wo 1, eine gewisse positiwe nur von n und nieht von den Koeffizienten 
der speziellen Form f abhängende Konstante bedeutet. 





+) 


Nach 1. ist diese Tlatsache bereits für „=2 mit dem Werte 4: Fr 


zutreffend, und wir nehmen sie als bereits erwiesen für Formen mit weniger 
als n Variabeln an. 

Es sei jetzt m einer der Werte 1,2,...2—1, so haben wir unter 
Verwendung der in $ 1 eingeführten Bezeichnungen für die Determinante 
der Form fi, 2%, . die ENTER 


(m « Ber n—]) 


41a 


(16.) BEZ en) D,>i,dıdy a 


. mM 
und für die Determinante der Form fjaazı, Umtas co Zul: 


17) D m+1,m+2,..n 


= /)_ e > 2 d d 5) 9 t+(d . 
m + 1, m + 2, 6 = n—m n—m “"m+1,m+1 m+2, m+2 nn 


In den Fällen m=1 und m=n-—1 setzen wir 4, =1. 
Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante D, von f, 


kommen darin m!(»n— m)! Terme vor, die sich zu dem Produkte D,D,_, 
zusammenfassen lassen, und weiter n!— m!(n— m)! Glieder vom Typus 


+ 4, lo," Ann, rn 


m+1, km+i nk, ? 


wobei A,,Äs,... A, nicht, abgesehen von der Reihenfolge, mit 1,2, 
übereinstimmen und infolgedessen auch noch unter den Indizes L zn. 
jedesmal wenigstens eine der Zahlen 1,2,...m sich findet. Nach den 
ziehungen a, =«;,, und den Ungleichungen (13.) erweist sich nun ein jedes 
solches Glied dem Betrage nach 


1 
er Uta rd d d 5) ‘ ... (| 


4 mm“ mm “"m+2,m+2 nn ® 


Benutzen wir die Ungleichungen (16.) und (17.) und verstehen unter 4, eine 
in der Folge noch zu fixierende positive Konstante, so entsteht jetzt 


D-3,4,@** Am > Ih, h 


nn ı\ m ""n—m =.) a 


l 
17 8 ' ' 
a 4 (n ‚mM. (n sur m)!) a. d,,daz Ü m En +2,m+2 ja’ Un: 
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Wir können 
la, >. mD>A, 


voraussetzen. Die positive Grüße 4, denken wir uns zunächst irgendwie, 
jedoch kleiner als jedes der Produkte 4,4,_, für m=1,2,..n—1 gewählt 
und setzen zur Abkürzung 


N HR ! 
(n!- men -m)‘) —— # m} 1 (m=1,2,...n—]1). 
4 Am In m — In 


Alsdann wird die Ungleichung (15.) mit dem betreffenden Werte A, jedenfalls 
schon statthaben, wenn für wenigstens einen der Indizes m—=1,2,...n—1 sich 


_ 


A n+1, m-+1 : j Em +1 Ü,am 


herausstellt. 
6. Nunmehr haben wir uns nur noch mit der Annahme zu beschäftigen, 
daß sämtliche Ungleichungen 


(18.) 2,41 I Un, #zdy Br Uzz. 000 4, Ana, ni > Ip 
gelten. 

Aus den Ungleichungen (16.) geht unter Beachtung der Ungleichungen 
(14.) und von a, hervor, daß sicherlich die Determinanten 


D,, Di... D 


n—1 
positiv ausfallen und daher auch 


D, Die 
mas D,, Bene an 


1 n—x< 


sämtlich endlich und>0 sind. Wir können daher, mag nun die Deter- 
minante D,>>0 und damit auch / positiv sein oder nicht, jedenfalls bereits 
für f die Darstellung aus $ 1: 


(19.) f = not Gi +..+4,5 


(20.) | 5 ei Li > Yızı m 7 Kane + Y in !iny C; —.J4dıy + er + Y nn; 2. on T, 
mit 


l,..h—1,‘b 
ee DR es 
In gu el EEE Sn D, 


ansetzen. 
Die Determinante, welche den Zähler des vorstehenden Quotienten 
für y,, bildet, besteht aus Ah! Gliedern, von denen ein jedes mit Rücksicht 
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U . [ . 1 . 
auf die Ungleichungen (13.) sich dem Betrage nach <, a,» +-- @,, erweist, 


während der Nenner dieses Quotienten nach (16.) sich > 2,4, + a,, findet. 
Danach hat man 


21.) el, aan 
Aus (19.) und (20.) geht 
1=4ıy, 9: Mn Opay oo Qua  AUERR 
hervor, woraus mit Rücksicht auf (18.) 


(22.) Nat, Pp-Arlgg en An-ı Hr 3 Ani li 
folgt. 

‘. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, daß wir von 
den Ungleichungen (].) eine endliche Anzahl herausgreifen können, infolge 
deren sich auch q„, als>0 und damit also / als eine wesentlich positive 
Form erwerst. Für diesen wichtigen Nachweis können wir uns des elemen- 
taren Prinzips bedienen, welches Dirichlet so meisterhaft in der Theorie der 
algebraischen Einheiten gehandhabt hat, wonach ber Verteilung emer Anzahl 
von (Größensystemen ın ewme kleinere Anzahl von Bereichen darunter irgend- 
ein Bereich da sein muß, der wenigstens zwei der Systeme auf einmal aufnimmt. 


Wir bilden zum Ausdrucke (19.) von / mit den nämlichen {,,%,...[, 
die /hlfsform 
(23.) F=-g+a.+ "+22: 21a + u I 


wobei ı folgende Bedeutung haben soll. Es seien /,%,...4,_, beziehlich 
die Alernsten ganzen Zahlen, für welche 


(24.) Date ch Mr in 
ausfällt, und es werde 
5 1 
(25.) Be — 


nt’t, n—1 
gesetzt. 
Danach ist « eine bestimmte positive Größe, mithin F eine posıtıre 


Form der Variabeln x, 2, ...2%,. 

Wir zeigen, daß man für x, %,..x, ganze Zahlen, unter denen 
2,0 ist, fihden kann, so daß dafür F<1 ausfallt. 

In der Tat, zunächst ist &,=x,.. Wir setzen der Reihe nach 
„=0,1,2,.. ft +Z,_, und können zu jedem dieser Werte von , nach 


n 
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einander %,_,,2,_2,...2, als ganze Zahlen derart bestimmen, daß 


(26.) Br „entre, VERS 1 


wird. Wir erhalten damit 44, --1,_,+1 ın x, durchweg verschiedene W ert- 
systeme 7, X, ...2%,, welche sämtlich diese Bedingungen (26.) erfüllen. 

Zerlegen wir nun für A=n—1,n—2,...1 jedesmal das Intervall 
0<L,<1 in die Z, Intervalle 


77 l | 17 2 u — 1] < Br 
0<u<., 2<a<ı. <o<l, 
h ul h I 


so tritt eine Teilung des ganzen durch (26.) definierten Gebietes in /,/,+--/,_ 
völlig unter einander getrennte Gebiete ein und wird man unter jenen Systemen 
X, %yye.2,, deren Anzahl >4 t,---t,_, ist, gewiß irgend zwei, etwa 


n—1 


' ' A A 2 E ! 
TREE ARE ARRRE (aa) 


a U Üyyesed, “ n « n ) 


e.. 
finden können, für welche £,, &,...£,_, demselben 'Teilgebiete angehören, 
Für das durch Subtraktion aus beiden hervorgehende System 

zen bag cc bu — 
gelten dann die Ungleichungen 


1 


yo). 
t, 


r 1 
(27.) . Jal< 


N + et —1} 


während zugleich 2, >0 ist. Aus (27.), (24.) und (25.) ersieht man, dab 


ö \ vn Ba 7% 1 
infolgedessen weiter die »—1 ersten Terme des Ausdrucks F ein jeder < 


Mt 
1 " . 
der „te werden und also für das betreffende ganzzahlige Wertsystem 


U Ay, Mit positivem x, der ganze Ausdruck F gewiß <I ausfällt. 

Das erhaltene System x,, %,,...x, befreien wir noch von einem in den 
Zahlen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler —>1, wobei die Ungleichung 
F<Z1 nicht verloren geht. 

Andererseits können wir, alleın ın Berücksichtigung der Ausdrücke (20. 
für {,, Sy... 5, und der Ungleichungen (21.) für die Koeffizienten y,, von vorn- 
herein eine endhche Anzahl bestimmter ganzzahliger Systeme &,, Kay... mul 
positiwem x, und ohne gemeinsamen Teiler >1 anweisen, welche überhaupt 
als die einzigen derartigen Systeme in Frage kommen, die wmelleicht den 
Unglerchungen (27.) genügen können. Wir ermitteln die sämtlichen bezüg- 
lichen Systeme und wir heben nunmehr zertens unter den Ungleichungen (I 


\ 


. 
\ 
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diejenigen heraus, welche ausdrücken, daß für diese besonderen Systeme stets 
[5 %aye+2,) > a. sein soll. 
Alsdann muß infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (I.) 


notwendig 


(28.) 1 > ud, 


werden. Denn in dem Ausdrucke (19.) von f sind wegen (22.) die Koeffizienten 
von &, &,...C,_, durchweg nicht größer als in dem Multiplum a,,F' von F. 
Wäre nun q,<uda,,, so würde daher bei von Null verschiedenem x, stets 
f<a, F sein. Wir haben aber ein solches ganzzahliges System &,, %,...%, 
mit von Null verschiedenem x,, wofür #<Z1 ist, während wir für das be- 
treffende System hier bereits einer der Ungleichungen (I.) gemäß «,</ 
fordern, also ergäbe sich ein Widerspruch und folgt in der Tat die Un- 
gleichung (28.). 

8. Indem wir (28.) mit allen Ungleichungen (18.) multiplizieren, geht 


ut 


( ——l 


hervor, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung für 
P,_, nach (16.) multiplizieren, folgt 


Ani u 
D,>- Ay, dag *** Ayne 


K, K, oh, 


Nach der Bedeutung von «u, die aus (24.) und (25.) ersichtlich ist, 
können wir nun über A, definitiv in solcher Art verfügen, daß Areraus wieder 
che Ungleichung (15.) für D, hervorgeht. Wir brauchen dazu nur A, kleiner 
als die „—1 Größen 4,4,_„(m<<n) derart zu wählen, daß 


„> kn 2, ([Vn]+ 1° ([Vrz]+ 1° (Un; + 1° 


ist. Die Klammer | | soll hier das bekannte Zeichen für größte Ganze vor- 
stellen. Dieser Forderung für 4, aber können wir immer entsprechen, weil 
der Ausdruck rechts hier nach der Art, wie %,,...z2, von 4, abhängen, gleich- 
zeitig mit A, abnimmt und der Null zustrebt. 

Bei dieser Bestimmungsweise von 4, gilt nunmehr infolge der bisher 
herausgehobenen Ungleichungen (I.) ın allen Fallen die Ungleichung (15.) 
für D,. 

9. Indem wir auf den Zähler einer Größe 4, = D,:D,_ı die Ungleichung 
(16.) bez. (15,), auf den Nenner die Ungleichung 
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Di <A da + —1,n-1 
in Anwendung bringen, entsteht allgemein 


u. ” ; = - 
’D En 7 Ay M=l?,. 


N), 


und nun zeigt sich in der Tat leicht, daß eine endliche Anzahl unter den 
Ungleichungen (I.) angewiesen werden kann, welche alle übrigen dieser 
Ungleichungen zur Folge haben. 

Wir setzen für jeden Wert I=1,2,...n die folgenden Ungleichungen an: 


(29.) I, 5 nn 5, An-ı Es uk 1, ... 1,0, 1, 
- l—1 « i—2 < 2 « - l 
2 02 2 u 2. m. 
(30.) h,ı6.- 2 hy. ai. m << 4° hs A 


mit den Ausdrücken 


(31.) =U+ Yırkat ** + YınYny Gent + Yntny on U, 
und den Einschränkungen 


1 A! 
(32.) ruls; 


hu 
Es ist einleuchtend, daß diesen Bedingungen jedesmal nur eine endlıiche 
Anzahl ganzzahliger Systeme x,,%, ... 7 


wählen wir alle Systeme s,s®,...s” aus, in welchen s! 


entsprechen können. Unter diesen 


A 80 keimen 
gemeinsamen Teiler >1 haben, und fordern jedesmal die Bedingung (1) für 
die betreffenden Systeme. 

Die in solcher Werse bisher hervorgehobenen der Ungleichungen (I.) stehen 
dann notwendig die Gesamtheit dieser unendlich vielen Ungleichungen nach sich. 

In der Tat, es sei x, =s/’, ...2,=s(’ ein ganzzahliges System, welches 
nicht zu den eben hervorgehobenen gehört und wobei /’,...5,' keinen 
semeinsamen Teiler —>1 haben. Alsdann bestehen dafür insbesondere mit 
den zu f gehörigen Ausdrücken {, ,L;,... £, nicht alle Ungleichungen (29.), (30.). 

Wir nehmen erstens an, es sei dafür etwa 4,5, >1 und A>/. Dann 
folgt aus 


f-aäteet + 


—— 


mit Rücksicht auf q, >A,«,, und «,, 

Es seien zweitens für das bezügliche System in / sämtliche Un- 
gleichungen (29.) erfüllt, und es sei A(<</) der größte Index, für den statt 
der in (30.) genannten Ungleichung vielmehr sich die Ungleichung 


> a, sofort FD a. 
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Co) 
7: 


| Fun : . . | 
4,0 7 h bezw. u>& je nachdem A>1 oder =1 ist, einstellt. Dann haben 


wir wegen q,—>4,a,, für das betreffende System «,,...x, jedenfalls 
c » 1 ce) “) 
33.) Fa) 4 (utaa tr tau)t Grant te 


Wir denken uns nun die Zahlen %,,,,... x, festgehalten, statt der Zahlen 
1-1, 7, aber, was offenbar möglich ist, nach einander solche ganze 
Zahlen #5, 25_1,...2ı gewählt, daß die neuen dazugehörigen Ausdrücke (31.) 


U, “ L 


die Bedingungen 


1 l “m: 1 
Biss ee 


._ _ 


fi 1% 1 1 - Co% 
(34.) ® — = 3 5 ae C.-ı < 


_ 


erfüllen. Wir haben damit ein modifiziertes ganzzahliges System 2, ... 
erhalten, in welchem a’=%,...2,=x, keinen gemeinsamen Teiler >] 
haben, und welches nunmehr «/len Bedingungen (29.), (30.) genügt, für das 
wir also bereits />«, voraussetzen. Jetzt folgt aus (33.) und (34.), da 


stets a, > g, Ist, 
CR 


10. Wir können unser Endergebnis folgendermaßen aussprechen: 
Der reduzierte Raum B ist ein konvexer Kegel mit der Spitze um Null- 
punkte f=V, der von eimer endlichen Anzahl durch diesen Punkt laufender 


Ebenen begrenzt wird. 


S 6. Die Kanten des reduzierten Raumes. 


l. Im ganzen reduzierten Raume 5 gilt «0: die Punkte darin, [Hr 
welche a, > ıst, entsprechen positiven Formen; die Punkte darin, für welch 
4,0 st, erfüllen zugleich die Bedingungen a,=0, a3 =0,..0,=0 und 


n(n— 1 
» 


) - fache Manmgfaltigkert auf der Begrenzung von B. 


1,7 r 
slden eINE NUN 


Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un- 
gleichungen haben eine jede die Gestalt 


(I, 11.) zmala>Vd, 


worin die m,, gewisse gegebene numerische Koeffizienten vorstellen. Daraus 


c 


geht hervor: 


Ist f eine reduzierte Form. So 7, mich jedes Produfst cf. 0 a 
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positiwen Faktor vorstellt, sind f und g zwei reduzierte Formen, so ist auch 
jede Verbindung (AL—-Nf+tg, wo O<!<L1 ıst, eine reduzierte Form. 

2. Die allgemeinen Prinzipien über lineare Ungleichungen, welche ich 
in meiner „(reometrie der Zahlen“ $ 19 dargelegt habe, ergeben folgende 
Aufschlüsse über die zur Definition des Raumes 5 wirklich notwendigen von 
den sämtlichen Ungleichungen (1.) und (11.). 

Wir wollen eine nicht identisch verschwindende reduzierte Form y 
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, wenn es nicht möglich ist, 
yp als Summe zweier reduzierten Formen darzustellen, die weder identisch ver- 
schwinden, noch positive Vielfache von einander sind. 

Eine Kantenform «st vollständig zu charakterisieren als eine reduziert: 


n(n | 1) BR | solche. 


.) 


Form, für welche unter den Ungleichungen (I, II.) irgend 
deren hnke Seiten linear unabhängtge Funktionen der Up sınd, mit dem 
Zeichen = erfüllt sind. 

Gelten uns die Formen, die Vielfache von einander sind, als michi 
wesentlich verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl wesentlich v« )'- 
schiedener Kantenformen. Die Strahlen vom Nullpunkte nach ihnen bilden 
die Kanten des reduzierten Raumes. 

Von den Ungleichungen (1, II.) st zur Definition des reduzierten 


Raumes nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen = eme Ebene hefert, 
n(n—+] er : 5 

welche ( = B 1 unabhängige Kanten des reduzierten Raumes au fnımmt, 
n(n+ 1 . i h a in, N 

d.h. solche * 3 LE Kanten, durch die sich nur eine einzige Ebene 


En 


legen läßt. Die so charakterisierten Unglerehunge n bestimmen die Wände 
des reduzierten Rarnmes. Alle übrigen Ungleichungen (I, 13.) können ber der 
Definition des reduzierten Raumes als aus diesen Ungleiehungen folgend 
fortgelassen werden. 

3. Wir greifen auf jeder Kante des reduzierten Raumes eıne Form heraus, 
etwa diejenige, fur welche der erste von Null verschiedene unter den Koeffi- 
zienten Ayıy gay.» A, den Wert 1 hat. Wir erhalten auf diese Weise eine 
endliche Anzahl völlig bestimmter Formen ,,%s,... %,. Indem der reduzierte 
Raum ein konvexer Kegel vom Nullpunkte aus ist, besteht alsdann der Satz: 

Jede reduzierte Form f lapt sich (auf eine oder auf unendlich viele 
Weisen) @n die Gestalt 


(35.) f pt Mp+'++C%Y, 
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mit Koeffizienten €, Cay...C,, die samtheh >O sind, setzen, und umgekehrt 
ıst jede Form, die sich in dieser Weise darstellen laßt, eine reduzierte. 


$ 7. Die Nachbarkammern des reduzierten Raumes. 


Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen noch den Satz: 

Die ganzzahligen Substitutionen von der Determinante +1, welche fahry 
sind, positive reduzierte Formen wieder in reduzierte Formen überzuführen, 
existieren nur in endlicher Anzahl. 

Wir können diesen Satz auch folgendermaßen aussprechen: 

Im Gebiete der positiwen Formen grenzt der reduzierte Raum nur an 
eine endlsche Anzahl von den äquwalenten Kammern an. | 

1. Es sei 8: 

%, = Ss Yıt SaYyat "+ Sam Yn „ansehe Zar hit 

eine unimodulare ganzzahlige Substitution, welche 


[= Ahlız U, dr in g En 2b. U, Tr 


überführt, wobei beide Formen reduziert sind und «a,_>0 ist. 
Wir haben dabei 


(36.) la u. EN 


Ist die letzte der Zahlen Syny Daky ver Sky die von Null verschreden ist, Spy 0 
ergibt sich, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein muß, bei Gebrauch 
der früheren Bezeichnungen g, in bezug auf f: 


Pi = 
Di gan In en h., Ayn De h, Ans 


2. Daraus schließen wir zunächst, daß für jeden Index I durchaus 


h, a h, A, ((=1,2,..n) 
sein muß. *) 
Denn hätte man für einen Index /: 


h, <a Gy; 
so würde daraus weiter 


*) Eine ähnliche Überlegung findet sich bei €. Jordan, Journ. de l’Ecole polvt. 


t. XXIXN, cahier 48, p. 127. 
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bi ut ba — rt a VER © 
hervorgehen und daher könnte keine Größe 
Sk (27:9 2 2 BEE T. h:: = 7% PER: 


in ihrer, der A-ten Vertikalreihe die letzte von Null verschiedene Zahl sein. 
d.h. diese Größen müßten sämtlich Null sein. Sie bilden aber in der 
Determinante der Substitution S die Elemente, die gleichzeitig in bestimmten 
/ Vertikal- und n—/-+1 Horizontalreihen vorkommen, also wäre diese D)eter- 
minante Null, während sie +1 sein sollte. 

(Ganz entsprechend wird, weil auch 9 durch eine unimodulare ganz- 
zahlige Substitution in / übergeht, stets 


(37.) u k=1,2,... 
sein. 
3. Wir nehmen nun erstens an, für jeden Index k=1,2,... n—1 
fände sich stets 
(38.) u RL PFER ER 


so folgt daraus vermöge (37.) allgemein 


px >, dx+1, +1 
und weiter 


—. 42 


- ER, a... “21 Lk 1 ’ 
dh, A Mh, by wml,2,..9), 


= 


Die zu den Zahlen ©, =5,, ...2,=s,,;, gehörenden Werte von {,,.. 
erfüllen dann nach (36.) und da allgemein q,>4,«,, 


‘ 


—>J,,@0,, Ist, die Un- 
gleichung 

„9 =) <) “.) Pr 

++ HD <L, 
und hieraus ist zu ersehen, daß für jede Vertikalreihe s,,,...s,, von S nur 
eine endliche Anzahl ganzzahliger Systeme in Betracht kommen. 

4. Ist die Annahme (38.) nieht immer zutreffend, so sei / der yrößt 

Index, wofür 


(39.) in 1 “_ A, dl, ( 2) 


:st. Wir haben dann nach einander ıwerer/ei Umstände in Betracht zu ziehen. 


Y 


Erstens zeigt eine ähnliche Überlegung wie in 2., daß jedenfalls «//. 
Koeffizienten 


PB | 177 20 72°% DRRB PUR 25% DIL TREE BERG I, 
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Null sind. Die Substitution 5 kann also geschrieben werden: 


I, — Sm Yı u ie 7 Sn, i—1 Yı-ı + Sn Yı + . Pi Sam Yn ("< ), 
U, - Sn Y, + “ + Syn Un (A = ). 
Jetzt ist 


U), = Sy Yı B= ... -+ 5,11 Y,—ı (h=1,23,..2—1) 


eine unimodulare ganzzahlige Substitution von /—1 Variabeln, und durch sie 
geht die positive Form 


F(ıy ++ %-1,0,...0) ing (iso u dr ar) 


über, wobei beide Formen reduzierte von /—1 Variabeln sind. Nehmen wir 
den zu beweisenden Satz, der für Formen von einer Variable evident ist, 
als bereits bewiesen für Formen mit weniger als » Variabeln an, so kommen 
danach zweitens für die Koeffizienten 


=. teilt 


nur ee endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 
Unsere Annahme über die Zahl / schließt in sich, daß, falls <n ist, 


die Beziehungen 
(kk=1,!+1,..n—1) 


ba > 4,a 


gelten, woraus wir vermöge (37.) weiter 
und sodann 


RU 122 
U ii PET ne k=1,1+1,...n—1,n) 


nl nl 


entnehmen; letztere Beziehung besteht auch für /=n, k=n. 
Die Gleichung (36.) für b,, liefert daraufhin für die zu sy, Sırı,ay +++ Sur 
gehörenden Werte [,, &,+1...5, die Relation 


Warren )<L. 
Hieraus ist drittens zu ersehen, daß für die Zahlen 
Sr (h = l, +1, ER N, k= E !+ 1, BR n) 


nur eine endhche Anzahl von Systemen in Betracht kommen. 
Endlich muß 9 als reduzierte Form insbesondere allen Ungleichungen 


„(K) (k) i _ n 
ya yo. ) > dir (k=l,!+l,... ) 


n 
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genügen, in welchen &”=1, die anderen Zahlen e®=0 und y,,...%,_, be- 
liebige ganze Zahlen sind. Diese Ungleichungen kommen nach der bereits 
festgestellten besonderen Gestalt der Substitution S auf die sämtlichen Un- 
gleichungen 


Fee or du _1y Sıpy or. su; on Ö]_1, kr Dıkyar« x) (k=l,ıi+1l,...n) 


für beliebige ganze Zahlen &,,... x,_, hinaus, 

Eine ähnliche Überlegung, wie sie am Schlusse von $5 zur An- 
wendung kam, ergibt nun, daß hiernach die zu s,.,...5,,(4>[/) gehörenden 
Verbindungen &,_,,... ©, jedenfalls die Bedingungen 


rer) znNatr td 01-1 


und umsomehr die Bedingungen 


erfüllen, und hiernach kommen ıwwertens auch für die Zahlen 


sei. keliyı,..n 


4’ 


nur eme endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 


Damit ist der zu führende Nachweis in allen Punkten erbracht. 


S S, Die Determinantenfläche. 


Der kaum der positiven Formen wird von der Flachenschar D(f)=eonst. 
durchzogen, deren einzelne Flächen jedesmal alle Formen / zu einem und 
dem nämlichen positiven Determinantenwert aufnehmen. Alle Flächen dieser 
Schar sind unter einander ähnlich und ähnlich gelegen vom Nullpunkte aus, 
sodaß es für die meisten Zwecke genügt, von ihnen etwa die eine Fläche 
D(f)=1 in Betracht zu ziehen. 

Wir beweisen hier folgenden Satz: 

Sind f und 4 zwei verschiedene positive Formen "on d: )' ID: terimenmarndı 1 
und ıst t ein beliebiger Wert >O und <1, so hat dw gl ıchfalls posıtir 
Form (1-1)/+ fg stets eine Determinante >1. 

Wir können bekanntlich (sowie von den Formen / und y auch nur 
eine positiv ist) immer eine lineare Transformation von der Determinante 1 m? 
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lauter reellen Koeffizienten finden, wodurch f und g gleichzeitig in Aggregate 
„2 „2 2 Ara 22 
vn x r 0,254 *** + G,2ny Pı “ı +P% 2,+ nun + nn 


tibergehen, welche nur die Quadrate der neuen Variabeln enthalten. Die 
Determinante der Verbindung (1—-)f+tg gewinnt dann allgemein den Pro- 
duktausdruck 


AH=a+tPı—01)) (+ —)) (ent. —0n)); 
und nach Voraussetzung ist 
AN)=a% »a,=1l, AND)=PPr + P,=1. 
Nun erhalten wir 


d’logAle) _ Mu Fi ke 
dt? a, +t(3,—a,) an + tn — Un 
Dieser Ausdruck fällt danach im ganzen Intervalle O<?<Z1 stets <O aus, 
d.h. die Kurve u=1logA(t) in einer t, u-Ebene ıst im Bereich O<t<ZL1 stets 
konvex von der t-Achse fort. Mithin ist diese Funktion «, da sie an den 
zwei Endpunkten des Intervalls =0 ist, im Innern desselben durchweg —>0, 
also ist hier stets 4(f)>1, was zu zeigen war. 
Setzen wir 


2 





cl-)a,=a, ct, —=b, (A=1,2,...n), 


wo c ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks 4(/) 
bewiesene Ungleichung auf den Satz hinaus: 
Sind A, Ugyanı dl, und bi; RER 1 lauter positive Größen, ohne daß 


man gerade a:dyn..a,—birbai...ıb, hat, so gilt stets die Beziehung 


y (a,+b,) (@3+ b,) e (a,+b,) ae Wat te nn Ah \ ER 


Das über die Fläche D(f)=1 gefundene Resultat können wir auch 
folgendermaßen ausdrücken: 

Konstrinert man in irgend ewmem Punkte der Determinantenfläche 
D(f)=1, welcher einer positiven Form f entspricht, die Tangentialebene an 


diese Fläche, so liegt im ganzen Bereiche der positiven Formen diese Fläche. 


abgesehen vom Berührungspunkte, vollständig auf der dem Nullpunkte abgewandten 
Seite der Ebene. 

Indem wir diese Lage der Tlangentialebene an D(f)=const. durch 
einen Punkt / in bezug auf irgend einen zweiten Punkt y der Fläche in 





a 
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_ 


eine Formel fassen, kommen wir auf Grund der schon oben verwandten 
gleichzeitigen Transformation von / und y in Aggregate von Quadraten zu 


40 A ° N. al se 
(20.) n a a >| ER... 
d.i. einfach zu der bekannten Ungleichung zwischen dem arıthmetischen und 
geometrischen Mittel von n positiven, nicht lauter gleichen Größen. 

Kürzer können wir den Charakter der Fläche D(/)=1 noch dahin 
schildern: 

Die Determinantenfläche D(f) -1 ıst ım (rebiete der positin n Formen 


überall konvex nach dem Nullpunkte zu. 


89. Das Problem der dichtesten gitter förmigen Lagerung on Kırge In. 


1. Für den Koeffizienten «,, einer positiven reduzierten Form / 
haben wir stets 


f; Igor. X.) no dıı, 


WENN %,,%,...%, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler —>1 sind, und 
diese Ungleichung überträgt sich sofort auf beliebige Systeme von ganzen 
Zahlen &,,%,...%,, die nur nicht sämtlich Null sind. Danach ist «,, di 
kleinste durch die Form f mittels ganzer, nicht samtlıch verschwindender 
Zahlen darstellbare Größe. Wir nennen diese Größe das Jinimum der 
Form f und schreiben sie M(f); sie ist (wie die ganze reduzierte Form) 
offenbar eine /nvarıante der Klasse fe 

2. Aus den Ungleichungen (14.) und (15.) in $5 (nach der Grüßen- 
folge von @,,@2,...@,, und der oberen Begrenzung ihres Produktes mit 


.. 


iicksicht auf die Determinante) entnehmen wir 


(41.) DN>ı, MC). 
M(f) 
ou Be oz ! 
Es ist nun durch /ermite die Frage nach dem prazisen Maximum der 
Werte dieses Quotienten gestellt worden. 
Korkine und Zolotareff*) definierten: 


Danach überschreitet niemals eine gewisse nur von n abhängende Grenze, 


*) Mathem. Ann. Bd. 6 und Bd. 11. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 
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sine positive quadratische Form f mit n Variabeln soll eine extreme 
Form (ihre Klasse eine extreme Klasse) heißen, wenn bei den infinitesimalen 
Variationen der Form der Quotient M(f):YDef) Mmemals zunimmt. 

Da wir bei den Variationen durch bloße Multiplikation der variierten 
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimums konstant erhalten 
können, so dürfen wir auch sagen: 

Eine positive Form ıst extrem, wenn bei keiner infinitesimalen Variation der 
Form, welche das Minimum ungeändert laßt, die Determinante abnehmen kann. 

3. Den extremen Formenklassen kommt eine bemerkenswerte geo- 
metrische Bedeutung zu. 

Bringen wir eine positive quadratische Form /(&,. 2, ...x,) auf die 
Gestalt 

fsit2t+ +, 


so dab $5,,$,...$, n reelle lineare Formen in &,,2,...%, sind, und deuten 
5,9, ... 8, als rechtwinklige Koordinaten in einem Raume St, von » Dimen- 
sionen, so können wir /<]1 als eine n-dimensionale Augel vom Radius 1 


in diesem Raume bezeichnen. Ihr Volumen in &,,$,...$, ist 


us 7L 
"7 r(1+ 5 


Die Punkte ©, =m,,%, = m,,...2,=m,, welche ganzzahligen Werten 
MM, May... m, entsprechen, bilden in dem Raume NR, ein parallelepipedisches 


Punktsystem (Gitter) mit der Dichtigkeit VDop' Nämlich die einzelnen 
I 
Parallelepıpede 


ya l 
Mm —- 5 Hm, +t 9 ("=1,2,..n) 
mit diesen Punkten als Mittelpunkten erfüllen in ihrer Gesamtheit den 
Raum R, lückenlos, sind unter einander kongruent und enthalten jedesmal } 


eımen Gitterpunkt bei einem Volumen je=VD(f). 


; . , . 1 - s 
Die n-dimensionalen Kugeln vom Radius „VM(f) um diese einzelnen 


(stterpunkte werden nun, nach der Bedeutung von M(f). derart hegen, daß 
sıe unter einander nur in Punkten der Begrenzung zusammenstoßen. Infolge- 


dessen wird insbesondere 








ag vn 


me 
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(42.) y.(3 MM) <VDef) 


gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41.) trägt, 
aber jener vorzuziehen sein wird, wie 4, in $ 5 festgesetzt wurde. 

Halten wir nun die Bedeutung der Koordinaten &,,&,...S, in Wi, fest 
und variieren die Koeffizienten von / derart, daß J/(f) unverändert bleibt, 
so bleiben diese Kugeln hier in ihrer Größe sowie in dem Charakter, nicht 
in einander einzudringen, erhalten, es ändert sich nur das parallelepipedische 
(Gitter ihrer Mittelpunkte. 

Die Frage nach dem Maximum von M(f):ı If) oder den extremen 
Formenklassen ıst danach, geometrisch gefaßt, gleichbedeutend mit der Frag: 
nach den dichtesten qitterförmigen Lagerungen von lauter li schen Kurg na ım 


. 1 ’ 
Panıme ron N Dimensionen. 


S 10. Bestimmung der ertremen Formenl lassı N, 


Eine Reihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben 
bereits Aorkıne und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grund der hier ent- 
wickelten Reduktionsmethode der positiven Formen läßt sich die "Theorie 
der extremen Formen in sehr befriedigender Weise zum Abschluß bringen. 

1. Ich bezeichne eine reduzierte Form als eine extreme Form in 


bezug anf den reduzierten Raum, wenn bei allen denjenigen infinitesimalen 


Variationen der Form, wober die Form im reduzierten Raume verbleibt, der 
* M(f)} [2 [2 
(Juotient niemals zunimmt. 


vB) 

2. Ist / eine positive Form und legen wir an die dureh / laufende 
Determinantenfläche D (/) =const. im Punkte / die Tangentialebene, so läßt 
nach dem Satze in $ 8 diese Ebene die Fläche im Gebiete der positiven 
Formen (und vom Punkte / selbst abgesehen) ganz auf der dem Nullpunkte 
abgewandten Seite liegen. Also nımmt ın dieser Tangenturlebene ! Fort- 
gang vom Punkte f es die Determinantı stets ab. 

3. Wenn nun f reduzeert ist, aber nicht gerade eine Kunt: des 
reduzierten Raumes vorstellt, so können wir / als Summe zweier positiven 
reduzierten Formen %, w darstellen. die nieht Vielfache von einander sind. 
Es seien dann g”, w” diejenigen Vielfachen von g. w, welche in die genannte 


Tangentialebene fallen, so liegt / innerhalb der geradlinigen Strecke von 
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y* nach w*. Nun wächst entweder beim Fortgang von f aus nach einer Seit. 

dieser Strecke hin der Koeffizient a, oder er «st auf dieser ganzen Streck« 

konstant, also wäre es immer möglich, / so zu variieren, daß D(/) abnimmt 

und gleichzeitig M(/) nicht abnimmt, mithin M(f):YD(f) wächst, und / 

wäre jedenfalls keine extreme Form in bezug auf den reduzierten Raum. 
Wir erhalten demnach das Resultat: 


Eine extreme Form ın bezug auf den reduzierten Raum kann nur ein: 
Kantenform in diesem Raume sein. 

4, Jetzt sei /=(a,,) eine positive Kantenform des reduzierten Raumes 
und extrem in bezug auf diesen Kaum, und wir legen wieder die Deter- 
minantenfläche durch / und daran die Tangentialebene im Punkte f. Ist 
9=(b,) eine beliebige andere positiwe Kantenform dieses Raumes und cy das- 
jenige Multiplum von g, welches in jene Tangentialebene fällt, so darf beim 
Fortgang auf der geradlinigen Strecke von / nach cg hin das Minimum 
weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. während 


oD( 


Zr 


Pyu=nD(p) 


ist, muß gleichzeitig cd, <NM(f)=a, sein, oder also es muß 


. 1 ‚OD(f bjı 
us: DE Ban Da 
sein. 

5. Erfüllt andererseits eine positive Kantenform f des reduzierten Raumes 
in bezug auf jede andere positive Kantenform g dieses Raumes die vorstehend: 
Bedingung (43.), so ıst in der Tat f eine extreme Form in bezug auf den 
reduzierten Baum. 

Denn für jede nicht wesentlich positive Kantenform y des reduzierten 
haumes gilt diese Ungleichung (43.) ohne weiteres (vergl. die Ungleichung 
(40.)); für / selbst an Stelle von y gilt die aus (43.) durch Änderung des 
Zeichens > in = hervorgehende Beziehung; und nach der in (35.) ge- 
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat Fcy 
aus Kantenformen würde dann diese Ungleichung (43.) überhaupt für jede 
beliebige reduzierte Form y hervorgehen, die nicht ein bloßes Vielfaches 
von / ist. 
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In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43.) in der 
Tat, daß bei jeder infinitesimalen Variation von /, wobei die variierte Form 
im reduzierten Raume verbleibt und auch nicht bloß auf dem Strahle vom 
M(f) 


VD) 
6. Soll num eine Klasse / eine extreme sem, So 1st jedenfalls notwendig, 


Nullpunkte aus durch / sich bewegt, die Größe stets abnimmt. 


daß jede einzelne ın der Klasse vorhandene reduzierte Form eme extreme Form 
in bezug auf den reduzierten Raum ıst. Es gilt aber auch die Umkehrung 
hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der extremen 
Klassen: | 

Eine positive Formenklasse f ıst nur dann und ımmer dann em 
extreme Klasse, wenn jede einzelne reduzierte Form der Klasse eine extrem 
Form in bezug auf den reduzierten Raum vst. 

In der Tat, es sei für die Klasse einer positiven Form = >“, .,% 
die hier genannte Bedingung erfüllt. Wir bestimmen jede ewistierende un- 
modulare ganzzahlıge Substitution S, welche f ın eine reduzierte Form über- 
führt: Wir bestimmen weiter jedesmal für die sich durch die Substitution S 
ergebende reduzierte Form y=&b,,y,y, eine positive Grüße &, folgender Art: 
Das Gebiet aller Formen „=> (b,+&)Y.Y, für welche alle Beträge 
l&.|<es sind, soll, soweit es in den reduzierten Kaum hineinfällt, dort nur 
solche Seitenwände dieses Raumes treffen, die auch y enthalten, und, außer 
auf der Kante vom Nullpunkte durch g, überall kleinere Werte der Funk- 
tion M(f):YDef) als im Punkte y darbieten. 

Wir ermitteln endlich eine positive Grüße Öd derart, daß alle Formen 
I 0,,%,%,, wobei die Beträge |d,,|<0 sind, dureh die Substitutionen S nur in 
solche Formen Fe,,y, y, übergehen, in denen dann die Beträge |e,,| < +, sind. 


Alsdann kann der ganze Bereich der durch "= F(a,,+0,,) x, 0, mit 
den Bedingungen [d,,|<d dargestellten Formen in den einzelnen, mit dem 
reduzierten Raume 5 äquivalenten Kammern 5,-ı, denen / angehört, immer 
nur solche Wände treffen, die auch / enthalten, und kann daher nicht aus 
diesen Kammern 5,-ı heraustreten. Es gibt daher zu jeder solchen Form / 
wenigstens eine von den Substitutionen S, welche sie gleichzeitig mit / in 
eine reduzierte Form überführt, und danach wird in diesem ganzen Bereiche, 
außer auf dem vom Nullpunkte aus durch / gehenden Strahl, die Funktion 


Mp:YD(f) stets kleiner als in / sein. 
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7. Diejenigen positiven Kantenformen auf der Fläche D(f)=1, welche 
den allergrößten Wert von a,, haben, repräsentieren notwendig extreme 


Klassen und bestimmen die präzise obere Grenze aller Werte von M(fy):YDef). 


$ 11. Die bindren, ternären, quaterndren Formen. 


Auf Grund der Ergebnisse des $5 und $ 6 können wir für jeden 
Wert n die Seitenwände und die Kanten des reduzierten Raumes angeben 
und können wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln. 

1. Man findet beispielsweise, daß ın den Fällen n=2,3,4 bereits 
diejenigen Ungleichungen 


f(sı, Bi $,) > Ay, (=1,2 ..n), 


worin s=1 und die übrigen Zahlen ,=+1 oder um Tel—=0 sind, alle 
übrigen der Ungleichungen (1.) nach sich ziehen. 

Nämlich aus diesen besonderen Ungleichungen läßt sich dann bereits 
allgemein 


fm, ma, ...m,) > a, 


für jedes beliebige System von ganzen Zahlen m, ‚Ma,...m,, wober m, My m, 


nicht sämtlich Null sind, erschließen. 
Da wir uns vorbehalten können, von den Substitutionen 


Very, bety,..d=t4ty, 


n 5 


Gebrauch zu machen, genügt es, die hiermit behauptete Tatsache für den 
"all einzusehen, daß m,,m,,... m, sämtlich —>0 sind. Andererseits dürfen 
wir bei dem Nachweis dieser engeren Tatsache die entsprechenden Un- 
gleichungen für die kleineren Werte des n bereits als sichergestellt annehmen, 
sodaß wir überhaupt nur noch Werte m,, m,,...m,, die sämtlich >0O sind, 
und dabei den Index /=n in Betracht zu ziehen brauchen. 

Unter den positiven Werten m,, m,,.... m, sei m, der letzte von kleinstem 
Betrage. Wir setzen v„,=m,, wenn h=7 ist, und «,=0, dabei wird immer 


n ah 


m,—u,>0, m,— u, >O 


sein, und die » Argumente m, — , erscheinen gegenüber den Argumenten m, 
verringert bis auf eines, das unverändert geblieben ist. Nun haben wir: 
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fm, mM, ...m,) - fm — u, Mm; — Us, 2... m, — U,) 


=m(fl,1,..D)-a)+2 3 (m, —m)m, I 0%, 
| > 


hj zii 


und die rechte Seite hier erweist sich durch /(1,1,...1)>«, und durch 


) 


die Ungleichungen «,,+2«,.>0 in Anbetracht von n<4 als >0, sodaß 


m, my, ...m,)> fm — u, m; — Un, Mm, — U) 


folgt. Damit ist hier eine Rekursionsformel gewonnen, die durch einen 
Induktionsschluß sofort den verlangten Beweis liefert. 

2. Stellen wir eine Form / durch das quadratische Schema ihrer 
Koeffizienten dar, so sınd ın den Fällen n=2,3,4 die positiwen Kantenformen 
mit M(f)=2: 


ge en 2,0,0,1 
2,1 a 53 0,2,0,1 
. I. 85T - und | 
1,2 Be 0,0,2,1 
13,3 
»,2,.2.8 PEPETE 


sowre die diesen aqumalenten reduzierten Formen: die bezüglichen Deter- 
minanten sind 
3, 4,5 und 4. 


Alle diese Formen sınd extreme Formen. Im vierdimensionalen Raume 
existieren danach zwei wesentlich verschiedene dichteste gitterförmige Lage- 
rungen von lauter gleichen Kugeln. 

Die nicht wesentlich positiven Kantenformen erhält man bei der 
Schreibweise hier aus den positiven Kantenformen für die geringeren Variabeln- 
zahlen durch Vorsetzen so vieler aus lauter Nullen bestehender Horizontal- 
und Vertikalreihen, daß quadratische Systeme von » Reihen resultieren. 

3. Auf die Fälle »=5 und »=6 bin ich in einem Aufsatze dieses 
Journal Bd. 101 eingegangen. Für ”—=5 haben Korkıne und Zolotareff die 
extremen Formenklassen in den Math. Ann. Bd. 11 bestimmt. 


N 12. Volumen des reduzierten Raumes bis zur Determinantenfläche. 


Unter dem Volumen eines Bereichs ın der Mannigfaltigkeit A der 


n(n-+-1) f 
> 


uadratischen Formen verstehen wir den Wert des achen Integrals 
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$y-: da,dan ..®. da, 


erstreckt über diesen Bereich. 

l. Es sei D irgend ein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz 
beweisen: 

Dasjenige Gebiet B(D) des reduzierten Raumes, in welchem D(f)<D 
gılt, welches also in bezug auf die Determinantenfläche D(f)=D auf der 
Seite des Nullpunkts liegt, besitzt ein bestimmtes endliches Volumen. 

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, welche zu verschiedenen Werten 


/) gehören, unter einander homothetisch vom Nullpunkte aus sind, so wird 
n+1 


das fragliche Volumen einen Ausdruck v,/) * haben, wobei v, eine nur von 
n abhängende Konstante sein wird. 


2. Wir bezeichnen mit Z(D, e) den Teil des reduzierten Raumes, worin 
DS D, au>e 


gilt, unter & eine positive Größe verstanden. Diese Ungleichungen in Ver- 
bindung mit den Ungleichungen 


(44,) an << <a... +20, <a, MH, 
(45.) had, <D (N) 
für eine reduzierte Form liefern obere Grenzen für die Beträge aller Koor- 
dinaten in B(D,e), und kommt daher diesem Bereiche 3(D,.) ein be- 
stimmtes endliches Volumen zu. 


3. Ist nın e>e">0, so umfaßt B(D,e”) das Gebiet D(D,e) und 
in der Partie, mit welcher B(D,e*”) über B(D,e) hinausragt, gilt erstlich: 


Re, la.l<! RATE. WETR, 


oD(f) -D 


oa, 


„ Aıı 


n 


und ist darin zudem Fa,,x,x, eine Form von n—1 Variabeln mit der Deter- 


oD(f 2. 
minante —,, N welche alle Bedingungen einer reduzierten solchen Form erfüllt. 
( 


Nehmen wir nun das zu beweisende Resultat als bereits sichergestellt 
für den Fall von »—1 Variabeln an, so vergrößert sich hiernach beim Über- 
sang von B(D,e) zu B(D,e”) das Volumen dieses Bereichs gewiß um 
weniger, als der Wert des Integrals 
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13 


tv 


1 “ D ) 
n—]1 
dl U R da 
2 / de ah Ind, , . 


über den Bereich 0 <a, ,<-e beträgt, d. i. um weniger als 


n n 
nA? 


Daraus folgt, daß das Volumen von bB(D, e mat nach Null ab- 
nehmendem € einer bestimmten endlichen (rrenze zustrebt. welche eben das 
Volumen von B(D) definiert. 

Nachdem so die Existenz der Konstante v, erwiesen ist, können wir 
hinzusetzen: 

Das Volumen von B(D,e) ist 


n+1 n+1 


(46.) <uD* und: >w,D?’ —ö,eD?, 


n 


e u Et ans 
wo d, zur Abkürzung für EDER Me steht. 
4. Wir bemerken ferner: 
Das durch 
(47.) D<D()<D*, a,n>e 


definierte Gebiet des reduzierten Raumes, wobei O<D<D* und > sei, 
hat ein Volumen, das 


n+1 n+1 - . +1 +1 
AC Be ES 2. 2 > €” * 2 » \ 
(48.) <v(D 4) ) und > (1 „LU, ‚iv il J 
D° 
ist. 
Das Gebiet (47.) nämlich ist ganz enthalten in dem Teile 


D<D(iM)<D* 


des reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48.) hervorgeht. 
Andererseits enthält jenes Gebiet ganz das Gebiet 


da 


BSH. es "u 


N 


YD“ yYDi) 
des reduzierten Raumes. Das Volumen des letzteren (Gebiets ist das 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 33 
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n+1 


n—+1 n+ 1 
Dr’ —_D°® ):D ° .fache des Volumens des Gebiets 


d,; Seh 


VD) 


vom reduzierten Raume, da die durch die letzteren Bedingungen bei festem 
und verschiedenen Werten D definierten Gebiete homothetische Kegel vom 
Nullpunkte aus darstellen. Das durch (49.) bestimmte Gebiet des reduzierten 
Inaumes endlich enthält ganz das Gebiet B(D, e), woraus die untere in (48.) 
genannte Grenze hervorgeht. 


(49.) DN)<D, I< 


$ 13. Verwendung Dirichletscher Reihen. 


Wir werden nunmehr zur Ermittlung des Volumens v, wesentlich 
diejenigen Methoden heranziehen, auf welche Dirichlet die Bestimmung der 
Klassenanzahlen in der Theorie der binären Formen gegründet hat. Wir 
werden an Stelle des Volumenintegrals über den Bereich 3 (D) das Integral 
einer gewissen Funktion über diesen Bereich betrachten, welche in einem 
überwiegenden "T'eile dieses Bereiches angenähert gleich 1 ist, und vermöge 
des Ausdrucks dieser Funktion wird eine Zurückführung der Bestimmung 
von v, auf diejenige von v,_, gelingen. 

1. Es seien e, (7 und o positive Größen; wir werden schließlich unter 
Forderung eines gewissen Zusammenhanges unter ihnen ( über jede Grenze 


. . l 
wachsen, & und o nach Null abnehmen lassen. Wir setzen bereits o<,, 


7 >>e und etwa e<Z1 voraus. 
Wir haben es hier mit dem folgenden Ausdrucke zu tun: 


oO 


PR ’p + x 1 
a; BD=olbny*2 , 
(Fi...) 


Darin bedeute f(x, ...%,) = Fa,%,%, eine positive reduzierte quadratische Form 
von n Variabeln, D(f) ihre Determinante und die Summe soll über alle dıe- 
jenigen Systeme von ganzen Zahlen x, ...x, erstreckt werden, welche die Un- 
glerchungen 


(51.) tt SE | 


erfüllen und wobei x,,....x, keinen gemeinsamen Teiler —>1 haben. 
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2. Es bedeute andererseits 7(/) den Wert des Ausdrucks (50.), wenn 
darin die Summe ausnahmslos über «alle existierenden ganzzahligen Systeme 
%y...%, erstreckt wird, welche den Bedingungen (51.) genügen. Wir lassen 
also bei der Definition von P(f) die Bedingung fallen, daß x,,...x, relatın 
prim sein sollen. 
Wir erinnern noch an die in $ 7, 1 gefundene Tatsache: 


Sind x,,...x, ganze Zahlen #0,...0 und ıst darunter x, die letzte 
von Null verschiedene Zahl, so fällt dafür 


Ra...) 24,04 
dUS. 
3. Die Untersuchung des Ausdrucks #(/) gründen wir auf folgende 
Tatsachen. 


Deuten wir x,,....x, als Koordinaten eines Punktes in einem »-dimen- 


sionalen Raume R,, so stellt 


(52.) fan wW)<T, 


wenn 7 eine positive Konstante ist, das Innere eines n-dimensionalen Ellıpsords 
in diesem Raume vor. Das Volumen in &,,..x, hat für dieses Ellıpsord 
den Wert 
i ET 
(93.) Yn \ r ’ 
| D(f) 
wobei 
n 
E k5 
. TI TT 
(54.) Y —_ 
(1 n n @ 1) e n— | ) 
12) 2a 
das Volumen einer »-dimensionalen Kugel vom Radius 1 vorstellt 


vgl. $ 9). 


\ 


Wir bemerken ferner, daß der Würfelbereich 


(55.) ce ine 


den Ungleichungen (44.) zufolge völlig in das Ellipsoid 


nn 


. 2 n(n+ 1) 
(56.) fa... „<et2. 


zu liegen kommt. 
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Auf Grund dieser Umstände erhalten wir eine approximative Be- 
stimmung für die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme (Gitterpunkte, 
Typen t,, welche die Bedingung (52.) erfüllen. 





Wir konstruieren nämlich um jeden einzelnen der betreffenden Gitter- 
punkte als Mittelpunkt einen Würfel mit Seitenflächen parallel den Koor- 
dinatenebenen und von der Kantenlänge 1, d. i. jedesmal den Würfel, der 
durch Parallelverschiebung des Würfels (55.) vom Nullpunkte nach dem 
betreffenden Gitterpunkte entsteht. 


Da wir jeden dieser Würfel durch ein dem Ellipsoide (56.) homologes 
Ellipsoid umschließen können, fallt der gesamte Bereich dieser Würfel völhy 
ın das (Gebiet des Ellıpsords 


f&; ... x) (VT+ y” (n . 1) au) 


hinein. Alle jene Würfel dringen nicht gegenseitig in einander ein und sind 
je vom Volumen 1. Danach ist die Anzahl der fraglichen Gitterpunkte sicher 


 (yiry@tD, N 
< nal T+) 8 Ama)» 


Wir schreiben zur Abkürzung 


„Kur hDy-1]-r. 


und wir können behaupten: 
Die Anzahl der ganzzahlıgen Auflösungen von 
D 7 
eu) 
ist, wenn T>A,a,, st, sicher 


1 ( n ı ?) 
(57.) we 4,277 +2,(,0.)’T”). 
| yDM 
Andererseits überzeugen wir uns davon, daß die vorhin konstrwerten 
Würfel, falls T> nd a,, ıst, gewiß das Gebiet des kleineren Elhpsords 


au...) <(VT- ee +) 


völlig überlagern, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her: 
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Die Anzahl der ganzzahlıgen Auflösungen On 


fan. Ü)<T 
ist, wenn . 1,4, ıst, sicher 
1 l n—1 


(58.) _ VDN ker T’—-z,G,a, > T’ ). 

Aus den beiden in (57.) und (58.) enthaltenen Grenzen entnehmen 
wir weiter: 

It T>ı,a 


Systeme Uyore ln, welche die Ungleichungen 


T<fa,...2,)<Tt 


und teın Wert >1, so hegt die Anzahl der ganzzahligen 


nn 


befriedigen, jedenfalls innerhalb der zwei Grenzen 


n n n—1 1 v—1 
(59.) („„a® —1)T’ +2," +DQA,a,)’T ). 
vi) 

4, Wir fassen zundchst diejenigen (lieder aus Y(f) zusammen, ın 
denen f>1,a,, und dabei jedenfalls auch f>e ist. Es sei T, die größere 
der zwei unteren Schranken e und 4,a,, (bezw. ihr gemeinsamer Wert). 
Auf die letzte Angabe gestützt, können wir das ganze Aggregat der be- 
treffenden Glieder aus 7(/) sofort in zwei Grenzen einschließen. 

Es sei @ >4A,a,.. Wir setzen G=T\,t, sodaß der Exponent / eine 


positive ganze Zahl und der Wert ?>1 wird, und wir teilen das Intervall 
T,<f<-@ durch Einschalten von T\,t,... T,#' in die / Intervalle 


EEE et <I< 0, 


Wir bestimmen für die einzelnen Intervalle nach (59.) eine obere 
(bezw. untere) Grenze der Anzahl der ganzzahligen Systeme «,, ... x,, für die / 
in das Intervall fällt, und ersetzen in den Nennern der betreffenden Glieder 
aus F(f) die Größe /(z,,...,) durch die untere (bezw. obere) Grenze des 
Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bezw. untere) Grenze für jenes 
Aggregat aus F(f). 

Wir finden zunächst, daß jener Anteil aus P(f) 

ER u MN a :$ RR. 
<irı) a TOO 
go 


+0 
> ( 
E 


ist. 
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d. Es sei D eine feste positive Größe. Wir denken uns augenblicklich [ 
speziell im Bereiche B(D,#) gelegen. Dann ist also a,>e und aus (44.) 
und (45.) folgt 





D 


gn—1 ‘ 


A, €" < D (f) en D, RE Fa h, Ay En 


Wir verfügen bei dem beabsichtigten Grenzprozesse 


(61.) lims=0, limo=0, lim (= 
über 0,8, (7 derart, daß dabei 
(62.) lim <=1, lim 6” =0 


wird. Alsdann wird auch lim 7”’=1 sein. 
Ferner können wir / als ganze Zahl abhängig von e,o und @ noch 
derart einrichten, daß hierbei 


1 ol 


legt o(log@—log T,,) 


nach unendlich, aber nach Null konvergiert. Dann konvergiert also log / 


0 
log t 
nach Null, mithin ? nach 1. Infolge dieser Umstände konvergiert der Term 
mit z, in (60.) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koeffizienten y 


ist der Faktor 


n 


n 


(1) N rt 
(1-,.) ' | 


wo £* einen Mittelwert zwischen 1 und ? bedeutet, und konvergiert dieser erste 
n 


Term in (60.) nach — y 


) in’ 
Die analog herzustellende untere Grenze des fraglichen Anteils aus 
”(f) wird von dem Ausdrucke (60.) her dadurch gewonnen, daß der zweite 
Term subtraktiv statt additiv genommen und beiden Termen noch der Faktor 


- 0 . 5 4 . “ 
t *  hinzugesetzt wird. Es leuchtet ein, daß unter den angegebenen Vor- 
n 


aussetzumgen diese untere (rrenze ebenfalls nach dem Werte „y, konvergeert. 


6. Wir haben weiter diejenigen Terme des Ausdrucks P(f) abzuschätzen, 
in welchen f zwar >e, aber <A,a,, ausfällt. Da die Konstante 4,<1 und 
@,, das Minimum von / ist, wird in allen Gliedern von 7(f) stets f>4,a,, sein. 

Wir nehmen alle diejenigen Glieder aus P(f) zusammen, soweit solche 
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iiberhaupt vorhanden sind, en welchen 


bu Ay << 


0 


f@, ... x) = h Ay41,n41 


gılt, wobei h eine der Zahlen 1,2,...n—1 sein kann. Es sei 7), die größere 
der zwei Größen 4,a,,,& bezw. ihr gemeinsamer Wert. Wegen <A, a1. 
müssen hierbei notwendig &yyız ... x, sämtlich Null sen; das ganze Aggregat 
der in Rede stehenden Glieder ist daher sicherlich kleiner als der Wert der 
unendlichen Reihe 


B. 2 
(Dir — vu 
(fa, + MV, ...0))? 


erstreckt über alle vorhandenen ganzzahligen Systeme x,,...x,, bei welchen 


ES I Ein 000 Kae Wr 05 
Ist. 

Wir übertragen das in der Formel (59.) entwickelte Resultat auf den 
Fall von Formen mit A Variabeln, und wir finden die Anzahl derjenigen 
ganzzahligen Systeme ?,,...,, für die eine Einschränkung 


ER ORT TR 


statthat, unter ? eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) verstanden, 


kleiner als eine Größe 
} 


(TE)? 


‘ih, 
} dyı Aa2 +++ Ay 


’ 


worin y, eine gewisse nur von / abhängende positive Konstante vorstellt. 
Das Aggregat der in Rede stehenden Terme ist dann sicher 


oO 


<oDdN £ 


n—lı 


1 rm - +0 r 
(1- 2 ) N, ? Van @22*-- Aı» 
t — +0 


Hierin machen wir im Nenner von 


n—h—1 n—h 1 n—h—1 1 —l 
ee en TR u u 
h Va,a2 a, >eE Ay Fall Ad, —E di 


n 


Gebrauch. und mit Rücksicht hierauf kommen wir sorleieh zu dem Ergebnisse: 
o o 
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Das Aggregat aller Terme ın P(f), welche den Bedingungen 


€ En / (X, or 2) < h, Üyn 
entsprechen, st 
[73 


1 
2 + n 
(63.) Es We a 


ze 
ih 


worın u, eine gewisse nur von n abhängende Konstante bedeutet. 
7. Wir setzen jetzt wieder die Form f speziell im Gebiete B(D, &) 
gelegen voraus, so daB D()<D, a,n>e ist. Wir verfügen über o im Zu- 


sammenhang mit & noch so, daß für lim e=0 auch 


102 
lim (3)=0 
&? 


wird. Dabei wird von selber auch 


log (e) = (08 ”) (e? log e) 


nach Null, also &° nach 1 konvergieren. Der vorstehende Ausdruck (63.) 
wird nunmehr für die Form / nach Null konvergieren, und wir gelangen 
zu dem Resultate: 
Liegt f im Gebiete B(D,e), so läßt sich der Wert von P(f) in zwei 
(Grenzen einschließen, die unter den Voraussetzungen 
0 


(64.) lime=0, im ( ;)=0, lim 70 
&? 
beide zugleich nach dem Werte 47 konvergieren. 

8. Es sei vmmer noch f speziell in B(D,e) gelegen. Um von dem 
Ausdrucke 7(f) zu dem für uns eigentlich notwendigen Ausdrucke # (/) 
zu kommen, wollen wir mit #, den Wert des Ausdrucks (50.) bezeichnen, 
wenn darın die Summe über alle solchen, den Bedingungen e<f<(@ ent- 


sprechenden ganzzahlıgen Systeme 2,,...x, erstreckt wird, bei denen a... 


n 


scimtlich durch ewme bestimmte positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten d, 
für welche d’e>(@ ist, wird es Systeme x,,..., der eben bezeichneten Art 
überhaupt nicht geben und ist daher #,=0 zu setzen. Die vorhin behandelte 
Summe P(f) kommt auf die Summe P, hinaus. 
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Wir gelangen nun von 7, zu der von uns gesuchten Summe #(f), 
indem wir, der Reihe der Primzahlen 2, 3, 5,... folgend, aus dem Aggregate 
P, sukzessive alle diejenigen Terme aussondern, in denen x,,..., sämtlich 
durch 2, oder doch sämtlich durch 3, oder doch sämtlich dureh 5, usf. 
aufgehen.”) 


Danach ergibt sich 
65) BN)=B-B-B-W-B- ut). 


Die Bildung dieser Reihe ist am besten dahin zu beschreiben, daß 
das über alle Primzahlen »y=2,3,5,... zu erstreckende unendliche Produkt 


(WB) Bi pi, a 6 -)-G ” ® 5 r 1) a 


entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede +, ein 
Glied + #, mit dem nämhchen Vorzeichen + in der Reihe (65.) zugeordnet wird. 

Es sei hier s=n-+20, so ist die Reihe (66.) absolut konvergent 
und ihr Wert das Reziproke der über alle positiven ganzen Zahlen erstreckten 
Summe 


(67.) Seltastgtgt- 


Setzen wir in den Gliedern von #7, die Variabeln »,=.dy, an. so 
wird darin f(&,...2,)=df(yı,...y.), und da f in B(D,e) liegen soll, das 
Minimum von / also nach Voraussetzung —e ist, so haben wir in 7, die 
Summation über alle ganzzahligen Systeme y,,... y, zu erstrecken, für welche 


ee ie TE z 
wird. 

Wir denken uns nun d” als ganze Zahl, abhängig von o, derart 
gewählt, daß die Summe der Beträge aller derjenigen Glieder in (66.), 
welche Werten d>d* entsprechen, beliebig nahe an Null liegt und daß 
andererseits unter den Voraussetzungen (64.) auch lim (d*°) 1 wird. Alsdann 
haben wir nach dem Ergebnisse in 7., wenn /<Z.d” ist, unter den Voraus- 


*) Vgl. hierzu Zipschitz, Über die asymptotischen Gesetze von gewissen Gattungen 
zahlentheoretischer Funktionen, Monatsbericht der Berliner Akademie 1865, S. 174. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 34 
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setzungen (64.) jedenfalls 
\ 1 n 
G J . oo As 
lim ( P, - ir) wi 24 n® 


Wenn aber d>>d” ist, so gilt zum mindesten die Relation 


Pe 


WW 
= dn+2o Fi. 


Mit Rücksicht auf diese Umstände folgt offenbar unter jenen Voraus- 
setzungen 


. . ’ N . 1 NY, 
(68.) lim #(f) = y„lim (1 aa )= , 


9 er v0 
yn+20 = S,, 


Damit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 

Für alle Formen f im ganzen Bereiche B(D,e) liegt der Wert de: 
Funktion b(f) zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetzungen (64.) 
- I" konvergieren. 


wi Am 


beide zugleich nach dem Werte 


9. Es habe jetzt das Minimum a, von f eimen beliebigen Wert, so 
können wir für das Aggregat derjenigen (Gheder ın P(f), bei welchen außer 
e<f noch 4,0, f gelt, durch (60.) eine Konstante v, als obere Grenze 
bestimmen, und für das Aggregat der übrıgen Glieder ın P(f) besteht die 
obere Grenze (63.). Diese oberen Grenzen gelten um so mehr für den Wert 
der Summe <(f), und wir finden: 

Es ıst stets 

5370 


RE m ug 
” 2 & ) \\ 2 n 
(69.) 0) < b(f) < u, - DE -+9; 


— +1 
2 2 
€ a, 


worin u, und v, zwei positwe, nur von n abhängende Konstanten vorstellen. 
10. Es sei jetzt d eine positive Größe <<. und wir betrachten das 


em > 
n(n h 1) fache Integral 


(70.) IKN= ff... SB (f)dandaz....da,, 
der ın (50.) definierten Funktion b(f), erstreckt über den durch 


II)ZD uU 


bestimmten Teil B(D,ö) des reduzierten Raumes. 
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Nehmen wir zunächst d=e, so ergibt das Resultat aus 8. in Ver- 
bindung mit den Sätzen aus $ 12, daß unter den Voraussetzungen (64. 
jedenfalls 


lim J(e) = v;‚D? 


IN 
MI 


ist. 

Nun sei d<Ze, so benutzen wir dazu noch in dem Gebiete, mit 
welchem der Bereich 5(D,6) über 53(D,e) hinausragt, für die Funktion 
<b(f) die obere Grenze (69.). Das Volumen jenes Zusatzgebietes ist nach 


$ 12 sicher <<, 2 D#, Im ersten Term von (69.) ersetzen wir (D(} 


2) 


durch die obere Grenze /”: andererseits ermitteln wir eine obere Grenze 


. n(n+1l) , 
für das = ) „fache Integral 


) 
N“ Dr da, dass ar 


17 


erstreckt über den ganzen Bereich 3(D, 0), indem wir ähnlich wie in $ 12 


vorgehen. Indem wir die Integration nach a2, 03, ... @,, und zwar zunächst 


ö E oD(f) u 
über die Flächen R . -konst. ausführen, ferner nach «,,,... «,, Integrieren, 
( 


finden wir das betreffende Integral (vgl. $ 12, 35) 


Be; u : ar" da,, # O’v ‚d(c?) 
. a,” 5 
über den Bereich 
A O<Aa,„U<D 


erstreckt. Das Doppelintegral hier wird 


"+1 
n D\ ? nu _; N ‚D . 
n+1 v.1(5.) J 2, eu da,, n+ 1 (7 ) 


En wir nun, daß im ersten Term von (69.) noch der 


Faktor — auftritt, der unter den Voraussetzung: n (64.) nach Null kon- 
+0 


wie 


€ 
vergtert, so können wir endlich den Satz aussprechen: 
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Das Integral J(0), über den Bereich B(D, 0) erstreckt, wobei 0 be- 
hebig —e ıst, liegt zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetzungen 
(64.) beide nach dem Werte 


nt1 


(71.) sv, D: 


u nn 


konvergieren. 


$ 14. Auswertung des Volumens. 


Auf Grund dieses Satzes können wir jetzt die Berechnung von v, 
auf die Berechnung von v,_, zurückführen. 


1. Sind 9,,P2, +. P, n ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler —>1, so 
kann man stets dazu ganzzahlige unimodulare Substitutionen /? mat diesen 
Zahlen als erster Vertikalreihe finden. Ist P, eine erste solehe Substitution, 
P eine beliebige Substitution dieser Art, so hat die Substitution Py'P als 
erste Vertikalreihe die Zahlen 1,0,...0 wie die identische Substitution, und 
können wir jedesmal ın bestimmter Weise P=P,QR setzen, so daß Q die 
erste Variable völlig ungeändert läßt, also ın @ auch noch die erste Horı- 
sontalreihe 1,0,...0 ist und A eine Substitution von der Gestalt 


yzıhtnza tt tn Yypzzzıcon m 
wird. 
2. Nun mögen &,G, 0 und d<Z: wie in $ 13 vorausgesetzt sein, 
und / sei eine Form im Bereiche 3 (D, 0). Sodann seien p,, P2, +... solche 
sanzen Zahlen ohne gemernsamen Teiler —1, daß 


((2.) e< (PP P)=bu<Q@ 


wird. Wir führen A, P, @, wie soeben ein. Die durch P=P,QR aus / 
hervorgehende Form hat d,, «ls ersten Koeffizienten. Wir schreiben diese 
Form 


x: b b, ? 
(7: RE Di , n 
\ 3.) y= Ebay, Y,= bi (y + , Ya ++ n Yn) +w, 
ıl 11 
((4.) VECHYt+ 2a YfaYyst + Can Ya, 
wobei 
ne bin bik 
(49.) Cab an ((<_h;h,k=2,3,...n) 


b 


11 
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gesetzt ist. Die Determinante von yw wird dabei 


_DV) 
wo 


11 


Wir können zundchst P, irgendwie unimodular mit pP; Pa, --. pP, «ls 
erster Vertikalreıhe gewählt annehmen, sodann @ derart bestimmen, daß du 
Form y (ya, Yay...4y,) von n—ı Variabeln als solche reduziert wird, also 
gewisse nach $5 und $ 6 in endlicher Anzahl anzuweisende lineare Un- 
gleichungen 

(76.) =" m,;C4 0 (1,k=2,3,...n) 


erfüllt, wobei im allgemeinen für @ die Wahl zwischen zwei entgegen- 
gesetzten Substitutionen (*, —Q” sein wird. Weiter können wir /? so be- 
stimmen, daß alle Ungleichungen 


M 3 
(77.) en TEL en 
11 er. 11 - 


eintreten, und endlich können wir uns noch zwischen Q* und — (* derart 
entscheiden, daß 
(78.) ba 0 


wird. Durch die vorstehenden Forderungen sind dann Q, AR und damit aueh 
P=P,@R in dem Falle eindeutig bestimmt, wo in keiner der dabei zu be- 
trachtenden Ungleichungen (76.), (77.), (78.) sich das Gleichheitszeichen 
einstellt. 

3. Jetzt ser $ ein positiver Wert <0J und wir fassen für Y den Bereich 


aller derjenigen Formen ins Auge, bei welchen 
(79.) <<, DD, 3<—on 
‚st und zudem alle Ungleichungen (76.), (77.), (78.) bestehen. 


Das Minimum einer nach (73.), (74.) dargestellten Form y ist gewiß 
nicht größer als das Minimum der binären Form 


b. ; 2 
bulyı +) + Cn3% 
11 


5 s ii SE ; \ 
und letzteres Minimum ist (vgl. $ 5, 1.) <] - biıCa. Noll einer Form / 


in 5(D, 0) äquivalent sein und (72.) gelten, so ist daher notwendig 


I<V5G on. 
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30° 


und p kommt sicher in den obigen Bereich zu hegen, wofern wir I — T 


roraussetzen. 

Andererseits ist eine beliebige durch y mittelst ganzer, nicht sämtlich 
verschwindender Zahlen %,,%,...y, darstellbare Größe entweder >c, > 9, 
weil <, das Minimum von w ist, oder, wofern dabei %,,... y, sämtlich Null 
sind, doch >b,>e>0>%9. Danach fallen die zu den Formen p des obigen 
Bereichs aquiwvalenten reduzierten Forme.. f sicher stets in B(D, 9) hineii 

Für die Koeffizienten Ö,,, da, ... d,. In p sind gewisse obere, blol 
von 2,@,%, D abhängende Grenzen angebbar, und kommen dadurch bei 
segebenen Werten dieser Größen von vorn herein nur eine endliche Anzahl 
unimodularer ganzzahliger Substitutionen / in Frage, durch welche eine 
reduzierte Form / in 5(D,9) in eine den Bedingungen (76.), (77.), (78.). 
(79.) entsprechende Form g übergehen könnte. 

Danach wertet sich der obige Bereich der Formen p ganz auf em 
endhiche Anzahl der mit dem reduzierten Raume B ägquwimvalenten Kammern B,. 
Angenommen ferner, y fällt weder auf die begrenzenden Seitenwände dieser 
Kammern noch auf eine der durch die Gleichheitszeichen in (76.), (77. 
(78.) angewiesenen Flächen; dann ist einerseits die zu p äquivalente redu- 
zierte Form / sowie das Paar entgegengesetzter ganzzahliger unimodularer 
Substitutionen /, —P, durch welche / in g übergeht, eendeutig bestimmt: 
und andererseits gibt es auch keine von ? und — / verschiedene ganzzahlige 
unimodulare Substitution ?* mit der nämlichen ersten Vertikalreihe wie 7 
oder —P, durch welche / in eine andere, ebenfalls allen jenen Unglei- 


zu. 


ehungen (76.), (77.), (78.), (79.) genügende Form 4* überginge. 


BB (n+ | 
4, Wir bilden nun das zu ai d - fache Integral 
1 [77 
| L.. fa, LO" 
(80,) K(9)— [f-- [20:79 Ab.dba...db,, 
* « « — +0 
b? 


I 
erstreckt über den ganzen, durch die Ungleichungen (76.), (77.), (78.), (79.) 
definterten Bereich. Aus den soeben entwickelten Tatsachen geht dann 
folgendes Verhältnis dieses Integrals zu dem in (70.) eingeführten Integrale 
J/(0) hervor: 


Wir haben. wenn 0 <e ist: 


(81.) IN <KOT)< I u 


4G 
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Um das Integral A(9) auszuwerten, führen wir zunächst c, Ca. ... € 
anstatt Da, da,...b,, gemäß (75.) ein, wobei die zugehörige Funktional- 
determinante den Wert 1 hat, sodann bewerkstelligen wir die Integration 
nach Cy2y Erg ver Oo und zwar zunachst über Flächen konstanter Determinemt 
"on ı» und hernach für alle in Betracht kommenden Werte (' dieser Deter- 
minante, endlich leisten wir auch die Integration nach Ö,,,...d,,. 

Übertragen wir das in $ 12 (47.) und (48.) dargestellte Ergebnis 
auf den Fall von »—1 Variabeln, so erhalten wir auf diese Weise als eine 
obere Grenze für K(9) den Wert 


1 0 1 0 
® >t+-] bro1 Ib. 7 lea [ - \ 
(2obu "53 /O "vd lR), 
. b2" [4 “ 
über den Bereich 
u Bu, () ne bl I) 
erstreckt, d. i. 
+2, 1 L\ 
4D) u war BR 
(82.) 5 Un-1 /) Fi 
n+1-+ 
N 


Sodann haben wir eine «untere Grenze für das Integral K($), welche «rs 
dieser oberen (srenze durch Verminderung ‚m 
1 


/ ob ? 


entsteht: letzterer Ausdruck ist 


—] 


73 a9 "0 _,d() 


n 0 —1 1 1 
‘ N ”. ar (07 > ..>6 u. 
7 1 
N - — 6 
er. 2 
IE? 
und konvergtert fur wi und unter den Voraussetzung: N (64. nach N ull. 
« 4G « \ , 


Auf Grund der Ungleichungen (81.) und des in $ 13, 10. fest- 
gestellten Satzes über das Integral /(d) gelangen wir nun durch Ausführnng 
des Grenzprozesses (64.) zu folgender Bekursionsformel: 


n Y 7) 
(84.) u=—— 
2 Du n- 1 


TER 


Da v,=1 ist, erhalten wir unter Einführung des Wertes von (vgl. (54.)) 


/ 
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— 


diese Destimmung von v,: 


, OD 


(85.) U_ = - u. Er 


a ye 


Darin bedeutet /' das Zeichen für die Gammafunktion und S, steht für den 
Wert der unendlichen Reihe 


Bud 2a 
Hatrytrgtn 


15. Maximale Dichte bei gitterförmiger Lagerung von Kugeln. 


Von der Bestimmung des Volumens v, machen wir eine Anwendung 
anf die Frage der dichtesten Lagerung von Kugeln im n-dimensionalen Raume. 

Nehmen wir an, der größte Wert, den das Minimum JM(f) bei den 
sämtlichen positiven Formen / von der Determinante 1 überhaupt erreicht, 
sei o,, so enthält jede positive Formenklasse / von einer Determinante < 1 
wenigstens eine Form 


bin i 
pi, Y ... Yn == 5, Un Yk re bulyıte: b,, : "pt +77 y.) + w(Ya, > 
wobei 


n - b; l b n ss 
0<bu<e,YDN, a SA er 7 


D(f)=b, Det. (w)<1 


> 0, 


und eine reduzierte Form der n— 1 Variabeln 7,,... y, ist. 


Das über den hierdurch definierten Bereich von Formen erstreckte 
n(n--1) 
-) 


-fache Integral 


/ |. / db, db. db,, 


wird infolgedessen mindestens so groß, ja, wie man leicht erkennt, größer 
als das Volumen des reduzierten Raumes der Formen mit Determinanten 
.1 sein. Dieses Integral hier findet sich 


n 


tt -CEY)anı- Aurel 
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Daraus folgt 


86 IR RL TR I: 
( } )n 0, in” a 1 


Wir können dieses Resultat folgendermaßen aussprechen: 

Im n-dimensionalen Raume gibt es sicher solche paralleleprpedtsch. 
Lagerungen von lauter kongruenten Kugeln, dap der von den Kurge In erfüllt 
Raum mehr als das en S,-fache des ganzen unendlichen Raumes bi tragt. 

Dazu bemerken wir, daß bei einer „tetraedrischen“ Sehichtung von 
Kugeln, welche der jedenfalls extremen Form 


FAR, +%+‘- +2,) + +2 ++ +2 - 


entspricht, genau der 


7 


l 7“ r y * 
y._ -te Teil 


9: Ya 2? Yn+1 (14 5) 


.) 


des unendlichen Raumes durch die Kugeln ausgefüllt wird, welcher Anteil 
hei gropem n wesentlich kleiner als der vorhin genannt Trıl ist, während 
allerdings in der Ebene und im Raume von 3 Dimensionen diese Schichtung 
nach regulären Dreiecken bezw. Tetraedern überhaupt die einzige dichteste 
gitterförmige Lagerung von kongruenten Kreisen bezw. Kugeln vorstellt. 


S 16. Asymptotisches (resetz fur die Klassenanzahlen ganzzahlıyı F loı nen, 


Dem Volumen v, kommt eine besondere arıthmetische Bedeutung zu. 
Wir betrachten speziell die positiven Formen / mit lauter ganzzahligen 
Koeffizienten «,.. Dabei ist immer «,,_>1. Mit Rücksicht hierauf haben 
wir den Ungleichungen (44.), (45.) zufolge zu einem gegebenen positiven 
ganzzahligen Wert D(f)=D immer nur eine endliche Anzahl verschiedener 
reduzierter Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und also auch nur eine 
endliche Anzahl verschiedener Klassen ganzzahliger positiver Formen. Diese 
Klassenanzahl für die Determinante D werde mit //(D) bezeichnet. 


Wir werden das asymptotische Gesetz nachweisen: 


87). lim uam H(2) de er RN) PTR 
D=x D 2 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 
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1. Wir fassen in der Mamnigfaltigkeit A aller quadratischen Formen 
/=(a,,) diejenigen Punkte («},) ins Auge, bei welchen alle = BE reh- 


naten «a, ganze ratvonale Zahlen sind, und wir konstruieren um jeden solchen 
Punkt (@,) als Mittelpunkt den Würfelbereich 


px 1 1 
(88.) — > Ag Ar 7 (hk=1,2,..n). 


Wir erhalten ein Netz von Würfeln, welches die ganze Mannigfaltigkeit 
A einfach und lückenlos überdeckt. 

Es sei nun /) eine positive ganze Zahl, und wir bilden den Bereich 
B(D,1), der aus dem reduzierten Raume 3 durch die Forderungen 


D(NY<D, an>!l 


herausgeschnitten wird. Es mögen N jener Würfel vollständig in diesen 
Bereich 5(D, 1) fallen und N* darunter vorhanden sein, welche zwar nicht 
ganz in diesen Bereich fallen, aber doch in das Innere dieses Bereiches ein- 
treten. Zourfolge der Ungleichungen (46.) wird dann 
n+i1 n+1 n 
(89.) N<vD?:, N+N'>vD*: —i,D? 
sein. 

Andererseits repräsentieren die Mittelpunkte der hier in der Anzahl .\ 
gezählten Würfel lauter verschiedene Klassen ganzzahlıger positiver Formen, 
wober die Determinante einen der Werte 1,2,...D hat, und wird jede Klasse 
solcher Formen durch wenigstens einen unter den Mittelpunkten jener N + .\” 
Würfel repräsentiert. Also «st 


(90.) N<ZHOU)+H(2)+.-+H(D)<ZN+ N”, 
Um das Resultat (87.) zu gewinnen, wird nunmehr nach (89.) und 


(90.) eine solche Abschätzung der Größe N* hinreichend sein, aus 
welcher sich 


lim ( —; \=0 
er" D 


erschließen läßt. 

2, Zu diesem Ende stellen wir zunächst einen einfach zu charak- 
terisierenden Bereich fest, der alle jene N + N* Würfel vollständig in sich 
aufnimmt. 











In einem beliebigen dieser Würfel gibt es stets solche Punkte ( 


die in 3(D, 1) hineinfallen, für welche also insbesondere 


91.) ee ch 


ın 9 — 


(92.) A, a), ie u <— DD 


nn 


ist. Andererseits erfüllt im ganzen Bereiche des einzelnen Würfels jeder 
Punkt (a,,) in bezug auf den Mittelpunkt (a),) des Würfels die Bedingungen 
(88.). Namentlich gelten also diese Bedingungen für die Punkte ( | 


und folgt daher 


a, = 1“ 
. x ( Bo < ( ‚h® 


IV 
IV 


Als ganze Zahlen sind hiernach die Werte «', notwendie 
N { ” 


Nunmehr haben wir im ganzen Würfel 


) = “e, ai > ® (d,,. 


Sodann folgt, immer mit Heranziehung von (91.) und von (88.), 


Ayp <a,+ 1 ne ae +1<aH.1 +2 <9a,u.0 


weiter 


* 


Ayrl 


laul- 1< 


Endlich haben wir 








Zn t1i<2a,, 


und bringen diese Ungleichungen mit (92.) in Verbindung. 


Wir kommen damit zu folgendem Ergebnisse: 


Die oben konstruierten N+N* Würfel fallen mil elle N ıhren Punkt: N 


in den durch die Bedingungen 


l ö Br 
(93.) > ds In I dyrı, +13 lau > An 
En -_ 
du ] 
(94.) zn A Aal 


definierten Bereich hinein. 


3. Der anschaulicheren Ausdrucksweise wegen wollen wir in der 
Mannigfaltigkeit A von der Größe einer Oberflache und von orthogonalen 
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sämtlich 


a f ! N | ua 


(dd 


) 
k/)} 
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Projektionen auf eine Ebene sprechen, indem wir der Definition dieser Begriffe 
die Formel 


Vder, +da, +: +da}, 


als Länge eines Limienelements zugrunde legen. Es wird sich nunmehr um 
die Oberfläche des durch (93.), (94) definierten Körpers handeln, und wir 
werden fur die (Größe dieser Oberflache eine obere Grenze von der Gestalt 


n+1 1 


(99.) 0,D) log D für n—2 berw. ©, 1) ° " fur n 2 


ui 


nachweisen, worin ®, eine nur von n abhängende Konstante vorstellt. Im 
Falle »=2 wollen wir uns hierbei >22 denken. 

Im Volumenintegral des durch (93.), (94.) angewiesenen Körpers ent- 
spricht einem Intervall @,, bis @,,+da,, des ersten Koeffizienten ein gewisser 


Beitrag 


Prada, )- (dayday da,,. 


Projizieren wir andererseits diesen Körper orthogonal auf die Ebene «a,,=0 
und beachten, wie diese Projektion sukzessive anwächst, während der Para- 
1 5 \ ‚ . 
meter «,, von „ an kontinuierlich zunimmt, so entspricht der Zunahme von 


(1, bis @,,+da,, des Parameters eine Vergrößerung jener Projektionsfläche um 


A" u) Yf- /da, das dan, 


wobei der Integrationsbereich von «3, @3,... @,, der nämliche wie soeben 


ist. Dadurch zeigt sich, daß die durch das Gleichheitszeichen in (94.) 
gelieferte begrenzende Fläche dieses Körpers auf die Ebene «,=0 eine 
Projektion ergibt, deren Flächeninhalt gewiß nicht größer ist als der Wert 
des Integrals 


ff fon ln duurdem 


11 
über den ganzen Körper erstreckt. JFheraus resultiert zunächst für diese 
Projektion der Fläche (94.) auf die Ebene a,=0 eme obere Grenze vom 
Pypus (95.). 


Nun hat in einem beliebigen Punkte («a,,) der begrenzenden Fläche 
(94.) die Tangentialebene an diese Fläche in laufenden Koordinaten (b,,) 
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die Gleichung 
1 b,, h b,, Mn 
( r + ... 1 )= l . 


n \qa,, (on Oyn 


wir ersehen daraus in Anbetracht der Ungleichungen (93.), daß die Groß 
(hieser Oberflache ein GEWISSES, NUT von N abhangendes Kr lYaches rer Pro- 
jektion auf die Ebene a,=0 nicht überschreitet. 


ganzen dureh (93.), 


Projizieren wir andererseits den (94.) definierten 
Körper auf die Ebene 
(96.) bat bat +b.=0, 

welche einer T’angentialebene der begrenzenden Fläche (94.) parallel läuft. 

so wird die entstehende Projektion einmal genau von der Projektion dieser 

begrenzenden Fläche (94.) geliefert und ein zweites Mal genau von den 
u \ 

, 


Projektionen aller übrigen durch die Ungleichungen (93.) angewiesenen 
ebenen Seitenwände des Körpers überdeckt, wobei keine dieser ebenen 
Seitenwände orthogonal zur Ebene (96.) ist. Danach bestehen auch fi 
die Flacheninhalte aller jener ebenen Seitenwände obere Grenzen vom Iypus 
(95.) und folgt endlich auch eine solehe obere Grenze für die gesamte 
Oberfläche des in Rede stehenden Körpers. 

4. Wir kommen endlich auf die oben in der Anzahl N” gezählten 
Würfel zurück. Jeder dieser Würfel hat mit der Begrenzung des bereichs 
B(D,1) Punkte gemein. Diese Begrenzung besteht erstens aus einem Anteil 
der Fläche D(f)=D, zuvertens aus Partieen in den ebenen Seitenwänden des 
reduzierten Raumes, drittens aus einem Stück der Ebene «„,=1. 

Betrachten wir zunächst diejenigen unter jenen N” Würfeln, welche di 
Fläche D(f)=D treffen. Wir ordnen diese Würfel in Serien nach ihren 
Projektionen auf die Ebene «,=0. Es seien darunter zwei Würfel mit 
gleicher Projektion auf diese Ebene da, ihre Mittelpunkte seien «),. «);, ... «, 


und «+ d, day... du,, So daß d eine positive ganze Zahl ist, und es seien 
Ayyy Ayoyieı Ay, UNA a, + E11, Ara + Eipyere Ayu + &, Je ein Punkt in diesen Würfeln 


auf der Determinantenfläche D(f)=D. Dabei ist d-1<e,<d-+1 und 


sind &.,...&,, dem Betrage nach <1; für A>2 folgt aus «,+:,>1 und 
er “ j \ es 
&,——1l noch a„+®.>5@,. Bilden wir nun die Differenz 
N (Det.|a,.+ Eu Det.|« N) 0, 
oO Det. Ayk + Er 4 
oa 


11 


so hat darin &,, den Koeffizienten 1; für die übrigen Glieder aber können 
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wir vermöge (91.) (vgl. auch (17.) für m=1) obere Grenzen angeben, die 
nur von n abhängen, sodaß sich aus dieser Gleichung für d+1 und damit 
auch für die Maximalzahl der Würfel ın einer jener Serien eine nur von ı 
abhängende obere (rrenze ergibt. Das Volumen der in Rede stehenden Würfel 
übersteigt nun nicht das Produkt dieser Maximalzahl in die Projektion der 
(resamtheit jener Würfel auf die Ebene a,=0, und letztere Projektion ist 
sicher nieht größer als die Projektion des ganzen, durch (93.), (94.) be- 
stimmten Körpers auf die Ebene «,—=0. 

Nehmen wir weiter diejenigen der N* Würfel, welche eine bestimmt: 
ebene Seitenwand 


(I, 11.) Zm,0, =V 


des reduzierten Raumes treffen. Wählen wir irgend einen solchen Koeffi- 
zienten «,, aus, für den der Faktor n,, hier >0 ist, so finden wir, daß die 
Anzahl derjenigen unter den betrachteten Würfeln, welche eine und die 
nämliche Projektion auf die Ebene «,=0 liefern, nicht größer als eine 
gewisse aus den numerischen Faktoren in dieser Gleichung folgende Größe 
ist. Andererseits ist die gesamte Projektion aller dieser Würfel auf die 
Ebene a,=0 nicht größer als die Projektion des ganzen Bereichs (93.), 
(94.) auf diese Ebene. 

Endlich ist die Anzahl derjenigen unter den N* Würfeln, welche die 
Ebene a,=1 durchsetzen, nieht größer als die Seitenwand a,= . des durch 
(93.), (94.) bestimmten Körpers. 

Aus allen diesen Umständen zusammen entnehmen wir für die Zahl 
N* ebenfalls eine obere Grenze vom Typus (95.), und wir gelangen dadurch 
zu folgendem Theoreme: 

Die Gesamtanzahl aller verschiedenen Klassen ganzzahliger positiver 
quadratischer Formen mit n Variabeln und von den Determinanten 1,2,... D 


ist zwischen zwer Grenzen 
3 n+1 n+1 1 


v,D?’+ @,D loyD fürn=2 bezw. v, D? +w,D? * fürn>2 


eingeschlossen, wobei v, das Volumen des Raumes der reduzierten Formen mit 
Determinanten <A und w, eine gewisse andere positive, nur von n abhängende 


Konstante vorstellt. 


Dabei ist im Falle n=2 die Zahl D>2 gedacht. 











Sur quelques questions se rattachant a la connexion 
lineaire dans la theorie des fonetions algebriques de 
deux variables independantes. 


Par M. Emile Picard a Paris. 


Je me suis occupe dans differents m&moires et dans la partie jusqwiei 
publiee de ma Theorıe des fonchons algebriques de deux varvables de divers 
probl&mes concernant la connexion lincdarre et la connexion & deux dimensions 
des surfaces algebriques. Je me propose de completer iei en quelques 
points ce qui concerne la connexion lineaire. Quoique les methodes suivies 
soient bien differentes dans la theorie des fonctions alg@briques d’une variable 
et dans celles de deux variables, l’analogie plus ou moins grande avec des 
questions, auxquelles /tremann a rattache le nom de Dirrichlet, nous permet 
de penser que ce travail ne sera pas deplac€ dans un volume dedie au 
souvenir de Dir:chlet. 


I. 


1. Partons, comme nous le faisons habituellement, d’une surface de 
degre m 


(1.) fe, Y; 2)=0 
place arbitrairement par rapport aux axes, et n’ayant que des singularites 
ordinaires, c’est-A-dire une ligne double avec points triples, le genre d’une 
section plane arbitraire de la surface etant designe par p. Soit 


2.) F (m, y: z)de 


2 


une integrale abelienne arbitraure de seconde espece de la courbe entre v etz 
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definie par l’&quation (1.), ot @ est un polynome en x, y et z s’annulant 
sur la courbe double de la surface. Dans ma theorie, l’equation differentielle 
lineaire & d’ordre 2p, & eoefficients rationnels en y, A laquelle satisfont les 
periodes de lintegrale (2.) regardees comme fonctions de y, joue un röle 
important. 

Un theor&me fondamental est le suivant:”) La condition necessaire 
et suffisante pour que la surface donnee ait une connexion lineaire &gale 
ar+1 (ou, ce qui revient au mäme, possede ” integrales distincetes de 
differentielles totales de seconde espece) est que /equation E admette, comm« 
solutions, r7 polynomes en U Iinearrement independants, gur sont des perrodes 
dıstinetes de (2.) 

2. Completons d’abord cette etude de l’&quation differentielle lineaire 
l, par quelques remarques importantes. 

En laissant de cöte les r polynomes dont nous venons de parler, on 
peut avoir 2p—r autres periodes, qui satisfont A une &quation differentielle 
lineaire, que nous appellerons #&,, a coeffieients rationnels en y. Ges 2p — 
autres periodes sont celles que nous avons designees d’une maniere generale 
par la lettre 42, et qui correspondent chacune A un point eritique 5 de 
equation 2”). Ainsi, nous avons iei l’&quation Z, qui admet comme solutions 
2p—r periodes distinetes de lintegrale (2.), mais les 2» —r ceyeles corre- 
spondants sont des cycles nuls pour la surface algebrique /; ce sont les 
autres eycles correspondants aux periodes representees par des polynomes 
qui sont les cycles effectfs de la surface algebrique. Le partage des deux 
categories de eycles ainsi effeetue est tr&s net. 

Ceci pose, designons les ” periodes qui sont des polynomes par 


Di, Way... WW, 


et soient 
20 0 a) 


u: Zug ce Sapır 


les 2» —r autres periodes, solutions de l’equation Z&,. 
Le groupe de l’e&quation F (A eoefficients entiers et de determinant vn) 


”) E. Picard. Sur la formule generale donnant le nombre des integrales doubles 
distinctes de seconde espöce relatives a une surface alg@brique (Annales de l’Ecole Normale 
Superieure, 1905, p. 72). 

**) Voir tome I (p. 95) et tome II (p. 332) de ma Theorie des fonctions algebriques 
de deux variables. 
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a etE souvent considered dans mes recherches, et nous avons vu, consdquenee 
d’une propriete elassique des integrales abeliennes, quil laissait invariable 
une certaine forme bilineaire. 

En fait, ce groupe, en faisant usage des variables » et (2, a necessaire- 
ment la forme 





V, 0, 

U. =() 

r 7 

(3.) 
— ( 

Y, =, +0% „2,+ "+ d, 2: () > 

| = ‘) TS () 
Y,, =4y-r,1 — + Ay-r,? u © m Ugn— ‚2p—r “2 


Si nous posons, pour plus de symetrie 


0, 2. Bee 


(4.) 5 3-,0;v, bi 


les c etant des entiers de determinant «vr, qui restera invariable, quand on 
effeetuera sur les » et les v toutes les substitutions (3.) de notre groupe. 
3. I y a, dans (4.), des termes ol , et Ä sont tous deux au plus 
egaux A r, dautres termes olı ils sont tous deux superieurs Aa vr, et enfin 
des termes ol lun de ces nombres est au plus Egal, l’autre superieur ä 
Soit A<r et :>r: pour que la forme (4.) soit invariante, on devra 
avoir la somme 


Ec,w 
> Ca 


(ot k reste fixe, et : varie de r+1 a 27) elle-m&me invariante, ec est-ä- 
dire que la somme pre&cedente serait une fonction uniforme de y, et par 
suite un polynome (dapres la nature des singularites des (2). Mais, si 
a et bien choisi, c’est-A-dire repond bien A la connexion lindaire de la 
surface, il n’y a pas de combinaison lineaire des (2, qui se reduise A un 
polynome en y, sauf le cas oü tous les coefficients sont nuls. On a done 
necessairement 
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Par suite, dans la somme (4.), il y a deux categories des termes, ceux qui 
dependent des ® (et des v), et ceux qui dependent des 42 (et des Y). 
Nous pouvons done &erire cette somme sous la forme 


r yn er ‘) B 
(D.) - C; ;! k = et Cor. Ke=j! } k' s) 
I, K U,K 


’ et 4 varient de un & v, tandis que © et A’ varient de un A 2p—r;ona 





toujours 


Cr u Cyis C jr — Czrit» 


l,e determinant total des c dans (4.) etait egal A lunite. Or il est visible- 
ment egal au produit des deux determinants 


(cal et |cel- 


Ueci exige que r soit par, car un determinant symetrique gauche d’ordre 
impair est nul. Nous avons done ce theor&me: 

Le nombre r des ınlegrales distinctes de dıifferentielles totales de seconde 
espece dune surface algebrique est necessairement paır. 

4. Nous pouvons encore tirer des considerations pr&cedentes une autre 
consequence. Il est d’abord elementaire qu’en effectuant sur les » (et sur 
les v) une substitution A coefficients entiers et de determinant «nr, on peut 
ramener la premiere somme figurant dans (5.) A la forme canonique 


0% —-WvV, +"+W,_,V,— 0,U,_1, 


et on peut avoir la forme canonique analogue pour la seconde somme. De 
la nous eoneluons le theor&me suivant: 
ı 4 ‚ . 
Avee les i cycles correspondant «UN 9, ON peut jaıre > retrosechons 


1 a 
(lt Riemann 


(C,, D,), (i=1,2,...-) 


. =. ” 
purs amec les 2» u cycles correspondant au 2, on peut faire de” 
I trosechions 


(C,., D)). (k=1,2,..p— 7) 


Ce resultat precise bien la disposition de ces differents eyceles, no- 
tamment des r premiers, qui, seuls, sont des eycles effectifs de la surface 
algebrique considerce, 


5. De la, nous allons deduire une inegalit&E entre le nombre r des 


integrales de differentielles totales de seconde espece, et le nombre r, des 
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integrales de differentielles totales de premiere espece. Soient 
les » integrales de premiere espece de la eourbe entre x et 


les coefficients de d., sous le signe d’iintegration dans les /, @tant rationnels 
en %,y ei 2. 

Si la surface a des integrales de diff@erentielles totales de premiere 
espece, on pourra trouver, d’apres un raisonnement fait bien des fois, des 
fonctions rationnelles «,,«,,.... a, de y, telles que liintegrale abelienne 


al +a,l,+:-+ A, / 


relative & la courbe precddente, ait ses periodes independantes de y, et 
l’integrale de differentielle totale aura cette forme pour dy=0. Or, po 
une integrale de premiere espece, on ne peut se donner yue les periodes 
relatives A p eyeles appartenant a pP retrosechons de Riemann, solent iei les 
C, et les C,. Mais pour les (, (et aussi les D,) qui ne sont pas des eveles 
effectifs de la surface, les periodes de toute integrale de diff@rentielle totale 
(de premiere ou de seconde espece), sont necessairement nulles. Nous 
pouvons done, pour une integrale de premiere espece, nous donner tout au 
plus les ( 


; eonstantes relatives aux (;, ce gu nous donne Tinegalıt 


entre les deux nombres r et 7,. 
M. Castelnuoro, dans un memoire extremement remarquable,’) a &tabli 
recemment que l’on a effectivement 


Nous reviendrons sur ce point dans un moment. 


*) @. Castelnuovo. Sugli integrali semplici appartenenti ad una superlicie irre- 
golari (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, mai et juin 1905). 
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I. 


6. Nous allons etablir une autre inegalit€ concernant le nombre v, 
et nous en deduirons un theoreme interessant concernant les adjointes des 
surfaces algebriques. 

Il est necessaire de rappeler d’abord quelques resultats relatifs aux 
surfaces algebriques. Pour notre surface /, les adjointes sont les surfaces 
passant par la courbe double. Dans son me&moire classique relatif ä la 
gcometrie sur les surfaces algebriques”) M. Znrigues a considered les adjointes 
d’ordre superieur ou egal A m—3. Envisageons avec lui une adjointe 
d’ordre Ah (hR>m—5); Vensemble de ces adjointes forme un systeme lineaire 
de surfaces. Celui-ei decoupe sur un plan pris arbitrairement un systeme 
lineaire de courbes planes qui font evidemment partie des adjointes d’ordre 
/ de la section plane correspondante de la surface. Mais il se peut que ce 
systeme lineaire de courbes planes ne forme pas l’ensemble de ces adjointes, 
et qwil vy ait un defaut que nous designerons par ®,. On est assure que, 
a partir d’une certaine valeur de A, tous les » seront nuls. Supposons que 
deh=m—-3&a h=/!—1, les w soient differents de zero. M. Enrigques a 
eonsidere la somme 

i—1 


> w, 


et etabli le r&sultat tres important””) quelle represente la difference 


Po Pr 

entre le genre geometrigue p, de la surface, et son genre numerique p,. On 
sait que p, et p, sont deux ınvarumts absolus de la surface. Une surface 
pour laquelle ces deux invariants sont egaux est dite reguhere; c'est le cas 
general, 

7. Ges resultats rappeles, faisons une remarque preliminaire relative 
aux courbes algebriques. Soit une courbe algebrique de genre p, dont nous 
eonsiderons q integrales distinetes de premiere espece (9<Zp) 


‚IE ARBRNE 3 
*) Enriques, Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche (Mem. 


della Societa italiana d. Scienze, tome X, 1896). 
**) J’ai reproduit l’analyse de M. Enriques dans le tome Il de ma Theorie des 


Ionctions algebriques de deux variables (p. 85). 
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il est facile de montrer «ue le nombre de leurs periodes (dans leur ensemble), 
c’est-A-dire le nombre des periodes arithmetiquement distinetes d’une combi- 
naison lineaire arbitraire de ces integrales ne peut ötre infereur a 24. 
Supposons en effet quil en soit autrement, et qwil y ait seulement 24 
periodes. On pourra avoir, pour les /, un tableau de periodes, eorrespondant 
a4 2p eyeles distincts de la courbe 


I, BE ea an EU 


ie 


- 


’ 


Ü,29 2 a Fa | 


le nombre des zeros, dans chaque ligne, etant 2p—29+s. Si l’on prend 
maintenant d’autres integrales de premiere espece / 
ii. u ... I, 
tableau des periodes se completera par 


9411... /, formant avec 


un systeme de p integrales distinetes de la mäme espece, le 


ER RT Diu.s ... D+1,2, 

I, b,.1 D,.2; .n. /; 

Or, on sait que, etant donnee une courbe algebrique, on peut former 

une integrale de premiere espece lui appartenant, pour laquelle les parties 
rcelles des periodes relatives ä 2p eycles distinets ont des valeurs arbr- 
trarrement choistes, c'est la un point elassique. Formons alors la combinaison 


(6.) (e,+ ıPı) I, ++ (eo, r ı9,) Er 


On doit pouvoir choisir les constantes reelles & et 7, de maniere 
que les parties reelles des periodes de (6.) aient telles valeurs reelles que 
l'on voudra pour les 2» eyeles correspondant aux 2» colonnes verticales 
du tableau ci-dessus. Mais, si Von @gale A 


2p— 2945 


valeurs donn&es les parties r&elles des p&riodes correspondant aux 2p —29+5 
dernieres colonnes du tableau, on aura 2p —249-+s &quations lineaires entre 


les inconnues 


, > 
00413 RER Copy ps 
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ui sont en nombre 
2» —2g. 


Le nombre des inconnues est inferieur de s aunombre des &quations: 
ceei entraine necessairement des relations entre les parties reelles donndes 
des periodes, ce qui nous conduit A une contradietion. On ne peut done 
supposer que s soit different de zero, ce qui &etablit le lemme. 

8. Partons maintenant d’une surface /, en supposant que pour les 
adjointes d’ordre m —3, il y ait relativement aux sections planes le defaut 


D 3 


dont il a et€e parl& au paragraphe 6. Üeei revient A dire que les adjointes 
dordre m—3 de / decoupent sur un plan arbitraire un systeme lindaire 
d’ordre m —3 dependant de 


m—3 


pP + 


parametres arbitraires. Nous pouvons done former p —w,_, integrales 
distinetes de premiere espece de la courbe entre © et z representde par 
f=0, qui seront de la forme 


(h=1,2,..p- dt 


’m—3) 


er (),(2,y,2)dae 
Es 

olt (,, polynome de degre m— 3 en .,y et z, correspond & une adjointe 

dordre m—3 de la surface. 

Les integrales (7.) rentrent dans le type de celles dont nous nous 
sommes oceupe dans la premiere section. Il y a r eycles distinets de la 
eourbe, donnant des periodes disetinetes gu dowmwent etre des polynomes en y. 
Or developpons, dans le voisinage de „=x, une periode d’ailleurs quel- 
conque de (7.). Üela sera facile, en posant 


zary, zu2 2. 
Soit, en groupant par termes homog£nes, 


a, y dpa, y2)+t, 
(L, (x, Y, 5) nr, Y,2)+**. 


On voit de suite qu’ une periode quelconque de (7.), pour y tres 
grand, est de la forme 











Picard, sur les fonetions algebriques de deux vartables independ 


(8.) AR RE = We} 


relative a la courbe 
»(2,1,2)=0. 
Considerons alors les r periodes de (7.), qui sont des polynomes 
en y. D’apres la forme preeedente (8.), ces polynomes sont necessairement 
identiquement nuls. Nous sommes done conduit A cette conclusion que les 


y u 9 


integrales distinetes (7.) de premiere espece ont r periodes nulles. Klles ont 
done seulement au plus 
2p—r 

periodes distinetes. Nous pouvons alors appliquer le lemme du paragraphe 
precedent; le nombre des periodes &tant au moins double du nombre des inte- 
grales, on a 

2p—r. 2(p—w,-3) 
cest-a-dire que Fon a Tinegalıte 


(9) "<2w,_ 


9, A la fin du $5, nous avons Enonece le theoreme de M. (astelnnovo 
d’apres lequel 


M. Castelnuovo (loc. eit.) a en m&me temps etabli que 
ä :2(p,—P,)- 


Ce resultat, rapproch€ de notre inegalite (9.), va nous conduire A un 
theor&me curieux et assez inattendu. 
D’apres l’egalit€ de M. Enrigques, rappelee au $ 6 
/—1 


pP, "Pa > > 0, 


Inm— 
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on a necessairement, puisque tous les & sont positifs 
10.) Pa ln > O3: 


Rapprochons l’une de l’autre les inegalites (9.) et (10.). 
On en conelut 
r<2 (Ps —Pı)* 





Mais, puisque r=2 (P,— Pr); dl faut necessarrement que Von aut 
O3 Pe Pr: 
Im en dedut que Fon a pour toute surface algebrique*) 
a, =d, (am 2) 


Ainsi, dans le caleul du genre d’une surface algebrique, il n’y a que le 


defaut &,_, & envisager. Les adjointes dune surface d’ordre m, d’ordre 


m—3 
superieur ou egal a m—2 donnent sur un plan le systeme complet des ad- 
jointes du meme ordre de la section plane. 

Ce resultat complete les belles recherches de M. Enriques sur les 
adjointes d’une surface algebrique. Nous l’obtenons par une voie detournee: 
il est, de sa nature, purement geometrique, et on pourra sans doute le 
demontrer directement en restant au point de vue de la geometrie des sur- 
faces algebriques. 

10. Indiquons en terminant, une consequence du resultat pr&cedent 
et du theor&me de M. Castelnuoro; nous poserons, pour abreger, 


d — On =P,— Pr: 


Uherchons la forme des integrales de premiere espece pour la courbe entre x 
et 2 


f(&; Y; )= 0. 


Il y a dabord »p— 0) integrales distinetes de la forme 


*) J’ai enonce ‘pour la premiere fois ce resultat et indique sommairement la 
demonstration dans les Comptes Rendus (Sur une inegalite relative a la connexion 
lineaire et sur le caleul du genre d’une surface algebrique, 5 juillet 1905). 
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eg: (2,y,2)d« \ 
(11.) ei a Be | 


otı les @ eorrespondent A des adjointes d’ordre m— 3 de la surface. 

Quelle est la forme des Ö autres integrales de premiere espece? 
Les surfaces adjointes d’ordre m —2 decoupant sur une section plane le 
systeme complet des adjointes d’ordre m —2, deconpent en partieulier l’en- 
semble des adjointes d’ordre m — 2 form& par une adjointe dordre m— 3 et 
la droite de Vinfini du plan. On aura done Ö autres integrales de premiere 
espece de la forme 

(12.) a en 
/ 

, tant un polynome s’annulant sur la eourbe double, de degre m— 2 en 
,y etz, et de degre m—3 en wet. 

D’apres le raisonnement du $ 8, les periodes des integrales (11., 
relatives aux ” eyeles (C, D) sont nulles (puisqu'elles doivent &tre des poly- 
nomes s’annulant pour y= x); les 2p—r autres periodes ont, pour y tres 


grand, leurs developpements commencant par un terme en | 


(Quant aux integrales (12.), leurs periodes relatives aux 7 eyeles 
(C, D) sont, d’apres le m&me raisonnement, des constantes (puisqu'elles 
doivent &tre des polynomes de degre ro). Le developpement des 2» — 7 


| ' 
autres periodes suivant les puissances de commencera par un terme constant. 


7 

ll. La surface a d integrales de differentielles totales de premiere 
espece; celles-ei, quand on y fait dy—=0, sont necessairement des combi- 
naisons lineaires des integrales (11.) et (12.), les multiplieateurs etant 
pour les integrales (11.) des polynomes du premier degr& en y, et pour les 
integrales (12.) des constantes. On peut done supposer que les integralex 
(12.) eorrespondent preeisement aux integrales de differentielles totales de 
premiere espece de la surface; dans ces conditions le tableau des periodes 
des » integrales (11.) et (12.) sera de la forme 


er 
u. AR er 


u SPRIT 
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A Une Ar 


"GE N Sr SE 


les a sont des constantes, et repr6sentent les periodes des _ integrales de 
pP l > 8 





differentielles totales de premiere espece. Les ” premieres colonnes corre- 
spondent aux ceycles €’ et D, les 2p—r autres aux eycles (" et D. On 
voit ainsi l’interessant cas de reduchon presente par les integrales de pre- 
miere espece de la courbe entre © et z donnee par =. 














Über die Lösungen gewisser linearer Difterential- 
gleichungen als Funktionen der singulären Punkte. 


Von Herrn /Zudwig Schlesinger in Klausenburg. 


In einer Arbeit”) habe ich die Atemannsche Aufgabe der Bestimmung 
einer algebraischen Funktion y der komplexen Variabeln «, die zu einer 
gegebenen /temannschen Fläche mit den o Verzweigungspunkten «,,...«, 
gehört, auf algebraische Weise behandelt. Es ergab sich, daß die alge- 
braische Lösung dieser Aufgabe nicht die gesuchte Funktion y allein, sondern 
zugleich die Gesamtheit aller jener algebraischen Funktionen liefert, die aus 
der gesuchten durch „Monodromie“ der Verzweigungspunkte hervorgehen, 
und daß diese Gesamtheit eine einzige monogene Funktion der o+1 Variabeln 
X, Ay, ... a, konstituiert, deren Zweige sich durch rein algebraische Hilfsmittel 
nicht von einander trennen lassen. Dieses Ergebnis setzt, wie mir scheint, 
den wesentlichen Fortschritt in Evidenz, den die /tiemannsche Fragestellung 
gegenüber der auf die Betrachtung einer gegebenen algebraischen Gleichung 
zwischen y und x gegründeten Untersuchung mit sich bringt. In der 
T'heorie der linearen Differentialgleichungen steht. der Untersuchung der 
durch eine gegebene Differentialgleichung definierten Funktionen mit Hilfe 
der von Fuchs begründeten Methoden die Aiemannsche Fragestellung der 
Bestimmung eines Funktionssystems Y,,...%y, mit gegebenen Verzweigungs- 


3 


punkten a,,...«@, und gegebenen Fundamentalsubstitutionen A,,... A, gegen- 
über. — Auch hier führt die Auffassung Aremanns mit Notwendigkeit dazu, 
die gesuchten Funktionen nicht als Funktionen von .« allein, sondern in 


ihrer Abhängigkeit von den o-+1 unabhängigen Variabeln x, «,,...«, zu 


*) Annales de l’Ecole Normale (3), XX, 1903, S. 3311. 
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studieren, eine Frage, die ich namentlich in der zweiten meiner in diesem 
Journale dem /tremannschen Probleme gewidmeten Arbeiten”) erörtert habe. 
Ich möchte hier einige weitere auf diese Frage bezugnehmende Entwicke- 
lungen mitteilen, die für die T'heorie der linearen Differentialgleichungen das 
Analogon zu dem oben erwähnten Ergebnisse der T'heorie der algebraischen 
Funktionen aufzufinden suchen. Möge die Aufnahme dieser noch sehr unvoll- 
ständigen Bemerkungen in den dem Andenken Lejeune-Dirichlets geweihten 
Band von dem Bewußtsein Zeugnis ablegen, daß diese und ähnliche Fragen 
aus dem Bestreben erwachsen sind, „funktionale Abhängigkeiten begrifflich 
zu fixieren“,”) und daß dieses Bestreben, in welchem wir seit Aremann den 
Grundzug modernen funktionentheoretischen Denkens erblieken, zuerst in 
den Methoden zur Geltung kommt, die Dirichlet für die Theorie des Potentials 
geschaffen hat.”””) 


I. 


Die neuen Grundlagen, die ich im Anschlusse an ältere Arbeiten des 
Herrn Folterra für die Theorie der homogenen linearen Differentialsysteme 
skizziert habe,7) gewähren die Möglichkeit, die Existenz der durch das 
[temannsche Problem postulierten Funktionssysteme mit Hilfe der Konti- 
nuitätsmethode zu erweisen.r) Sind also o Fundamentalsubstitutionen 
A,,... A, willkürlich vorgeschrieben, so können die von x unabhängigen 
Gröben A)’ in dem kanonischen Differentialsysteme 


(+) 
dy, n 9) A: 
(.4.) : > yG,; a,= 5} ——, ((,a=i,2,..0) 
‘ dx Ge EEE Zu 7 


stets so bestimmt werden, daß bei willkürlicher Lage der singulären Punkte 


*) Dieses Journal Bd. 124, S. 2921. 

"*) Fuchs, Rektoratsrede, Berlin 1900, 3. August, S. 15. 

N) Vergl. Fuchs, a. a. 0. 

) Dieses Journal Bd. 128, S. 263. 

++) Dieser Beweis ist in meiner Arbeit, dieses Journal Bd. 130, S. 26Mf. (siehe 
namentlich S. 45) skizziert und in einer demnächst in den Mathem. Annalen erscheinen- 
den Note „Bemerkung zu dem Kontinuitätsbeweise der Lösbarkeit des Ardemannschen 
Problems (Aus einem Briefe an Herrn D. Filbert)* genauer ausgeführt. Kürzlich hat 
Herr Zlölbert in den Göttinger Nachrichten 1905, Heft 4 einen Existenzbeweis für den 


Fall a—=2 auf seine Theorie der linearen Integralgleichungen gegründet. Vergl. auch 
0, D. Kellog, Mathem. Annalen, Bd. 60, S. 424. 
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P dyy... ed, die Integralmatrix”) 


r 


Pr 


(y,,) == /\ (l,, dr -} 0,,), 


Lew 


IS 
N | die sich für den regulären Punkt x, auf die Kinheitsmatrix (d,,) reduziert, 
- | die vorgeschriebenen Substitutionen erfährt, wenn © die Querschnitte 
i I,=(a,, &) Hehe) 
h im positiven Sinne überschreitet, Dabei ist die Integralmatrix (,) auf einem 
N | Wege zu erstrecken, der ganz in der durch die Schnitte /,,.../, zer- 
N schnittenen x-Ebene verläuft, und die ‚4% sind eindeutig bestimmt, wenn 
S man den Wurzeln der zu den singulären Punkten «,,... «,, @,,ı = © gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen des Differentialsystems (.1.) feste, 
mit den gegebenen Substitutionen A,,... A, konkordierende Werte zuerteilt. 
Betrachtet man die a,....«, als unbeschränkt veränderliche Größen, 
die Elemente der A,,...A, als von diesen unabhängige Konstanten, so 
. ergibt sich aus meiner Arbeit,””) daß die (y,,), aufgefaßt als Funktionen der 
| iy... ty, die folgenden Eigenschaften haben: Beschreiben die Punkte «,,...«, 
| | irgendwelche geschlossene Bahnen von der Beschaffenheit, daß keiner dieser 


Punkte auf seinem Wege den Integrationsweg der Integralmatrix (y,,) 
durchkreuzt,””) so verwandelt sich (y,,) in eine Matrix (,), die gewisse 
Substitutionen A,....A, erfährt, wenn . die Querschnitte /,,.../, überschreitet, 
sich für =, auf (d;,) reduziert und ein Differentialsystem von der Form 


r (v) 
F dy, v A . 
(A,) BE > 4 > : (x ) 
\ ? u TS) 
da I—1 y=ı «id, 


befriedigt. Die Substitutionen A,,... A, sind von der Form 
(}:) A, G, A, Zu (v=1,2,. 


Die (, sind aus den A,,...A, und ihren inversen komponiert und 
ergeben sich, wenn die geschlossenen Bahnen, die jeder der Punkte «,,...« 


i 


*) Vergl. für die angewandten Bezeichnungen meine Arbeit, dieses Journal Bd. 128. 

”“) Dieses Journal Bd. 124, S. 292 ff. vergl. auch Bd. 130, S. 45. 
**=) Die Aufeinanderfolge der Schnitte /,..../, bei einer Imkreisung des unendlich 
fernen Punktes bleibt nach den Festsetzungen, dieses Journal Bd. 124, S. 297 stets 
dieselbe. 
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beschrieben hat, bekannt sind, durch Anwendung der Formeln (7.), (7°.) 
und (6.) meiner Arbeit,”) wobei jedoch die Formeln (6.) bei der jetzt fest- 
gehaltenen Vorstellung als die Änderungen zu interpretieren sind, die durch 
einen positiven Umlauf des Punktes «, um den unendlich fernen Punkt 
bewirkt werden.) Die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 


gleichungen der Differentialsysteme (A.) sind für alle singulären Punkte 


(iyer.d,, © dieselben wie für das System (A.), die Werte A%, in welche 
die Funktionen AY’ von a,,...a, durch die betrachteten geschlossenen Wege 
djy...d, verwandelt worden sind, können demnach als durch das mit den 


neuen Fundamentalsubstitutionen A,,...A, gebildete Aremannsche Problem 
bestimmt angesehen werden. In bezug auf die Gesamtheit der Differential- 
systeme (.4.),”) die so aus einander durch „Monodromie der Verzweigungs- 
punkte“ «,,...@, hervorgehen (wobei die Bedingung, daß die Bahnen der 
(yy...d, den Integrationsweg (%,...x) nicht durchkreuzen sollen, vorläufig 
festgehalten werden möge), läßt sich nun weiter das Folgende feststellen. 

Die erwähnten Formeln (7.), (7a.), (6.) meiner Arbeit7) zeigen, daß 


die A,,...A, ein System von Fundamentalsubstitutionen derselben Gruppe © 
bilden, die aus den A,,...A, komponiert ist, daß also alle Differential- 


systeme (A.) dieselbe Monodromiegruppe © haben. Eine einfache Über- 
legung zeigt aber auch, daß die Systeme (1.) die allgemeinsten Systeme 
von o Fundamentalsubstitutionen der Gruppe © darstellen, welche mit ein- 


ander ähnlich sind, d. h. für welche jedes A, aus dem entsprechenden A, 
und auch 

A, = Ar'ı.Az" 
aus 


—1 —1 
Andrä; 


dureh "Transformation mit einer Substitution der Gruppe © hervorgeht. Wenn 
wir jetzt auch solche geschlossene Bahnen der «,,...«, zulassen, die den 
Integrationsweg (%,...x) durchkreuzen, so wird bei solchen Bahnen die Inte- 


*) Dieses Journal Bd. 124, S. 302, 301. 

**) Durch einen solchen Umlauf, dem nach den zitierten Formeln (6.) A,=A,A, Ar" 
entspricht, verwandelt sich (y) in (y) =Aı(yix) Ay! (vergl. dieses Journal Bd. 130, 
S. 45, wo Zeile 85 und 2 v. u. oo an Stelle von .v zu setzen ist). 

=) Eine Gesamtheit, der natürlich auch das Differentialsystem (A.) selbst angehört. 
7) Dieses Journal Bd. 124, S. 302. 
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gralmatrix (Y;,) in Matrizen verwandelt werden, deren Anfangswerte in 
nicht mehr (d,,), sondern die Elemente irgend einer Substitution der 
Gruppe © sind. Und zwar wird,”) wenn «a, einen positiven Umlauf 
um « vollzieht, (y,.) in A,(y,) verwandelt, wogegen ein positiver Umlauf 
von a, um x, die Integralmatrix (,;,) in (y,,) A7' überführt.”“) Bei dem Um- 
laufe um © erfahren die Koeffizienten des Differentialsystems (A.) keine 
Änderung, beim Umlaufe um x, dagegen werden die Matrizen (A@) in 
A,(AP)Az' transformiert, erfahren also dieselbe Änderung wie beim Um- 
laufe von «, um den unendlich fernen Punkt. Die Gesamtheit der Differential- 
systeme (A.) enthält demnach alle Differentialsysteme, die aus (..) dureh 
ınbeschränkte Monodromie der Verzweigungspunkte hervorgehen, d. h. wir 
können sagen: 

Die Gesamtheit der Differentialsysteme (A.), die aus einander dureh 
Monodromie der Verzweigungspunkte hervorgehen, löst das Problem der Be- 
stimmung eines Differentialsystems von der kanontschen Form mit 6 wesentlich 
singularen Punkten Ay ...d und festen Wurzeln der determinterenden Funda- 


0 
mentalgleichungen, dessen Monodromiegruppe für die sich in =, auf ($,,) 
reduzierende Integralmatrız (y,,) die gegebene Gruppe © ist. Die Gesamtheit 
aller dieser Integralmatrizen (y,,) und der aus ıhnen durch beliebige geschlossene 
Wege ION X hervorgehenden konstiturert eine einzige monogene Funkhonsmatrex 
der o+1 unabhängigen Variabeln x, @,, ... Q,, für die 


>R,. Ha, Ge, Ze, A=X (,r=1,2,..0) 


die einzigen singulären Gebilde darstellen. 

Wir erkennen in diesem Satze das Analogon des in der Einleitung 
erwähnten Ergebnisses der 'T'heorie der algebraischen Funktionen, und ge- 
winnen durch denselben zugleich vollständige Einsicht in die Natur des von 


*) Dieses Journal Bd. 124, S. 301. 

**) Das Auftreten des singulären Punktes «,, wenn (y;,) als Funktionsmatrix der 
Ay... aufgefaßt wird, liegt daran, dab wir (y:,) so normiert haben, dal) es sich 
im Punkte «, auf die (von den a,,...a, unabhängige) Matrix (d;,) reduziert. Durch 
Rechtskomposition von (y;,) mit einer geeigneten von .- unabhängigen Matrix kann dieser 
singuläre Punkt in jede andere Stelle x, verlegt werden. Bedeutet z. B. (2;.) eine Matrix, 
die sich für =, auf (d,;,) reduziert und im übrigen dieselben Eigenschaften hat, wie 
(yir), so ist (ya)=(2ix) (Zir)e, . Vollzieht a, einen positiven Umlauf um «,. so bleibt 
(z;.) ungeändert, während (z;,),, von links her die Substitution A, erfährt; (y;.) ver- 
wandelt sich also in der Tat, wie oben angegeben, in (y;,) Az - 
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dem /tremannschen wesentlich verschiedenen Problems der Bestimmung einer 
Differentialgleichung (bezw. eines Differentialsystems) der Fuchsschen Klasse, 
deren Monodromiegruppe gegeben ist. Da für eine Differentialgleichung der 
Fuchsschen Klasse durch die Monodromiegruppe zugleich die Trransformations- 
gruppe bestimmt ist,“) so hängt das letzterwähnte Problem aufs engste mit 
der Aufgabe zusammen, eine Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse 
zu bestimmen, deren 'Trransformationsgruppe gegeben ist. 


II. 


Die eben skizzierten Erwägungen wecken den Wunsch, in die ana- 
Iytische Natur der 4% als Funktionen der «@,,...«, tiefere Einsicht zu ge- 
winnen. Wir betrachten dabei das Differentialsystem (A.) bloß unter der 
Voraussetzung, daß die Fundamentalsubstitutionen der Integralmatrix (Y;,) 
von den «,,...«, unabhängig sind, belassen also den A‘ ihre ganze Viel- 
deutigkeit als Funktionen der @,,...a,. Nach einem Satze, den ich in meiner 
Arbeit”“) bewiesen habe, deckt sich diese Voraussetzung im wesentlichen mit 
der, daß die Monodromiegruppe des Differentialsystems (A.) von irgend einem 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhängig sein soll, ein Fall, 
auf den Fuchs zuerst die Aufmerksamkeit gelenkt”) und den er in einer 
Reihe von Arbeitenr) nach allen Seiten hin untersucht hat. Wir setzen der 
Einfachheit wegen voraus, daß die zu den singulären Punkten @,,...«,, x 
gehörigen Fundamentalgleichungen lauter von einander verschiedene Wurzeln 
haben; bezeichnen wir dann mit » @—=1,2,...n) die Wurzeln der zu 2=«, 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung, so lautet die zu diesem 
singulären Punkte gehörige Integralmatrix: 


(1.) GP) (iR _ a, pe), (=1,2,...0,0+1) 


24 


” . u a 
wo für @,,, =» an die Stelle von x —«a,,, zu setzen ist —, und wo die gl) 
«dl 
in der Umgebung von ©=«, holomorphe Funktionen bedeuten, deren Deter- 
minante |y\P| für «= «, nicht verschwindet. 


) 


*) Handbuch der Theorie der lin. Differentialgleichungen Bd. IT, 1 (1596). S. 101. 
“*) Dieses Journal Bd. 123, S. 171, 172. 
=) Berliner Sitzungsberichte, 1888, S. 1278. 

7) Ebenda 1889 — 101. 
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Setzen wir dann 


(2.) (Yin) = (er) 0); 


so folgt daraus, daß die Substitution, welche (y,) beim Umlaufe um «, er- 


, 


leidet, von den a,,... «, unabhängig sein sollte, daß die konstante Matrix (c\ 
ebenfalls von den a,,...a, unabhängig gewählt werden kann.”) Umgekehrt 
ist, wenn alle (c/?) von den «,,...«a, unabhängig sind, und das gleiche für 
die Wurzeln aller determinierenden Fundamentalgleichungen gilt, auch die 
zu (y,.) gehörige Monodromiegruppe von den «,,...«, unabhängig. 


Aus der Darstellung 


4a” 


A: ıf dyn 
(3.) = E-)=-u)(FE)=D.G.) 
folgt mit Rücksicht auf (1.) und (2.):**) 
(4.) Ar) I 


Wir bilden nun 


D,. (Yu) = (Y, ya Ye) = (bi), (l=1,2,... 


da; 


dann gilt für die 5/) als Funktionen von x in der Umgebung von @=«, die 
Darstellung: 


( —_ 4 b Ö fin x 
BB) = (By —E =) + e -). 
Die (5/2) besitzen also im Punkte @=«, einen Pol erster Ordnung, und es ist 


(Res, II) = ME - I), AP), 
also 


An 


«€ me dj 


(B.) 2, = +7, 


wo 5% jedenfalls in der Umgebung von x—=«, holomorph ist. In der Um- 
gebung von x=a,, wo v+4, und in der Umgebung von «oo haben 


wir aber 


(v) 
(61?) = (gu?) gr 4): (=1,..1—1,2+1,...0,0+1) 


*) Fuchs, a. a. 0. 1892, S. 163. 
z **) Vergl. meinen zu Beginn der Nr. I zitierten Brief an Herrn Zilbert, Mathem. 
Annalen. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 38 
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die 5% sind folglich in der Umgebung jeder von a, verschiedenen Stelle «, 
und in der Umgebung von ©=» holomorph, das gleiche gilt folglich von 
den BP, sodaß sich die letzteren Größen als von x unabhängig erweisen. — 
Die Gleichungen (5.) enthalten so einen neuen Beweis des für diese Art 
von Betrachtungen grundlegenden Frchsschen Satzes.”) 

Zwischen den «,, und den 5”) müssen””) die Integrabilitätsbedingungen 





(Ge) # (8) (a,,) u (2) + (a,,) (6%) 


Od, 


bestehen. Setzen wir hierin für «,,, 5% ihre Ausdrücke ein, so erhalten wir 


9) 


(3 OA 1 Al Bu A] BO) $ Au u 
—ı da, 2—a, a 2 A 1 dC—a, (w— a;)' 


vl 
( (r) (4) 
N 5 A;, RK Ai + B@), 
— a,’ Na—aj, 


hi N 


In’ diesen Gleichungen heben sich zunächst die Glieder mit dem Nenner 
(”—«,) heraus; zerlegt man noch die mit dem Nenner («—«a,) («—«a,) be- 
hafteten Glieder in Partialbrüche, so erhält man »’ Gleichungen der Form 


“ 
5 Fr En 0, 


v=1l U (Ay 


wo nun alle J/, verschwinden müssen. Die Ausführung dieser überaus ein- 
fachen Rechnung ergibt die Gleichungen: 


a4) N (1) 4) (v) 44) 
04;;, 34° . Air Ar — Ai A; 3a) BY. (0) 3) 
[ ee 2 + 


(6.) 





n 40) I) 40) (r) 40) 

o4;. h u Ai Ars — Aia Arz + RB» Ar _ (") RB» 

Ö — in Tax Fr ix ” 
Gamal,.2..:ei rel... FB 


Das Bestehen dieser Gleichungen ist notwendig und offenbar auch hinreichend 
dafür, daß in dem Differentialsysteme (A.) die Monodromiegruppe einer Inte- 
gralmatrix von den a,,...a, unabhängig ist. Auf eine Diskussion dieser 
Gleichungen möchte ich bei anderer Gelegenheit zurückkommen, 


) Berliner Sitzungsberichte 1588, Nr. 12, S. 1279 ff. 
“*) Vergl. Fuchs, a. a. 0. 1898, S. 226. 











Uber die Anziehung hyperboloidischer Schalen. 


Von Herrn #. Steinitz in Berlin. 


Die Aufgabe, die Anziehung eines homogenen Ellipsoids zu bestimmen, 
hat wie kaum ein anderes spezielles Problem der Potentialtheorie das Inter- 
esse der bedeutendsten Mathematiker auf sich gelenkt. Laplace gab die 
erste vollständige Lösung, andere Lösungen von /vory, Gauss, Dirichlet 
folgten. Alle diese Mathematiker verfuhren durchaus analytisch, dagegen 
hat ('hasles durch sehr elegante, wesentlich synthetisch-geometrische Betrach- 
tungen das Problem bewältigt. 

Es sind bei ('hasles insbesondere zwei Sätze, von denen aus die 
ganze 'T'heorie leicht beherrscht wird. Sie beziehen sich auf eine Masse, 
welche innerhalb des von zwei homothetischen, d. h. konzentrischen, ähn- 
lichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzten Raumes homogen aus- 
gebreitet ist — eine ellipsoidische Schale, wie wir kurz sagen wollen. Der 
erste, schon von Newton gefundene Satz besagt, daß innerhalb des von der 
Schale umschlossenen Raumes keine Anziehung herrscht, das Potential 
also konstant ist. Nach dem zweiten Satze, welcher sich nur auf den Fall 
einer unendlich dünnen Schale bezieht, stellen im äußeren Raum die kon- 
fokalen Ellipsoide die Flächen konstanten Potentials (Niveauflächen) dar. 
(hasles hauptsächlichstes Verdienst ist es, diesen Satz mit Hilfe eines 
T'heorems von /rory auf den ersten zurückgeführt zu haben. Sind einmal 
diese Sätze bewiesen, so sind auch die Ausdrücke für das Potential und 
die Anziehung der Schale leicht herzuleiten, und man gewinnt die ent- 
sprechenden Formeln für das Vollellipsoid, indem man dieses in ellipsoi- 
dische Schalen zerlegt. 

Das hier in Rede stehende Problem ist später in mannigfacher Weise 
verallgemeinert bzw. erweitert worden. So wurden entsprechende Unter- 


IN 
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suchungen für mehrdimensionale und nicht-euklidische Räume durchgeführt, 
man hat die Homogeneität durch allgemeinere Voraussetzungen über die 
Dichtigkeit ersetzt, man hat endlich statt des Newtonschen Anziehungsgesetzes 
andere zugrunde gelegt. Dagegen scheint die sehr naheliegende Ausdehnung 
der Untersuchung auf andere Flächen zweiten Grades noch nicht durch- 
geführt worden zu sein. Dies soll nun im folgenden geschehen; es wird 
sich dabei insbesondere um die Analoga der beiden oben angegebenen 
Sätze handeln, welche bei (’hasles im Vordergrunde stehen. Der Umstand, 
daß hier Massen betrachtet werden, die sich ins Unendliche erstrecken, läßt 
die Zulässigkeit mancher in den Rechnungen vorkommenden Operationen 
nicht ohne weiteres erkennen. Die Rechtfertigung derselben wird, um den 
Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, nachträglich (in $$ 6, 7) 
gegeben. Um ferner den Gedankengang durchsichtiger zu gestalten, schicke 
ich der Behandlung des eigentlichen Problems einige Betrachtungen über 
die Anziehung und das Potential einer gleichmäßig mit Masse belegten 
Geraden voran, welche für mich selbst den Ausgangspunkt für die folgenden 
Untersuchungen gebildet haben. 


/, Anziehung und Potential einer homogenen (Geraden. 


In einer Ebene sei eine Gerade y und ein Punkt ? angenommen 
(siehe Figur) und um 7’ der Kreis beschrieben, welcher die Gerade berührt. 
(4 sei der Berührungspunkt. Durch Strahlen von / aus seien die Punkte 
der Geraden und die des 
Kreises perspektiv auf 
einander bezogen. Sind 
alsdann ZF und EF’ zwei 
entsprechende Linienele- 
mente von (Gerade und 
Kreis und trifft der mit 
PE um P beschriebene 
Kreis die Streeke PF in @, so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke EFG 
und PEQ die Proportin EF:EG=PE:PQ=PE:PE. Ferner ist EG: E'F 
-PE:PE', und es wird daher 


A” 




















B 9 


EF: E'F'= PR? PE”, 











I #1 u Zu u 


ww. 
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Eintsprechende Linienelemente verhalten sich also wie die (uadrate 
ihrer Abstände von /, sie werden demnach, wenn mit Masse von derselben 
Dichtigkeit belegt, auf /’ dieselbe Anziehung nach Richtung und Größe aus- 
üben. Hieraus kann man die folgenden Schlüsse ziehen: 

1. Wird eine endliche Strecke 45 der Geraden mit Masse von kon- 
stanter Dichtigkeit 4 belegt, so ist die auf /’ ausgeübte Anziehung dieselbe 
wie diejenige des mit derselben Dichtigkeit belegten Bogens 4’, welcher 
von den Strecken PA und PP begrenzt wird. Hiernach ist evident, daß 
die Strecke AP auf jeden Punkt /? eine Kraft ausübt, welche in die 
Halbierende des Winkels AP fällt, daß daher die Kraftlinien Hyperbeln 
mit den Brennpunkten A und 5 werden. Die Linien gleichen Potentials 
müssen die Kraftlinien senkrecht durchsetzen, sie bilden daher die zuge- 
hörige Schar konfokaler Ellipsen. 

2. Es sei PC’ der in Richtung AD gezogene Radius des Kreises, 
— Die unendlich lange rechts von 5 befindliche Strecke der Geraden g, 
mit der Dichtigkeit Ä belegt, ist in ihrer Wirkung auf /’ durch den in gleicher 
Weise belegten Bogen 5’(” ersetzbar. Die Kraft, welche sie auf irgend- 
einen Punkt /’ ausübt, wirkt daher in der Halbierenden des Winkels, welcher 
von Pb und der durch 7 in Richtung der unendlich langen Strecke ge- 
zogenen Geraden gebildet wird. Die Kraftlinien bilden eine Schar kon- 
fokaler Parabeln mit y als Achse, 5 als Brennpunkt, welche sich nach links 
ins Unendliche erstrecken. 

3. Es seien A” und (” die den Punkten A und (” gegenüberliegenden 
Punkte des Kreises. Wird die links von .| liegende unendlich lange Strecke 
von g mit der Dichtigkeit —/ belegt, d. h. mit einem Agens von ent- 
sprechender abstoßender Wirkung, so ist die auf P ausgeübte Wirkung die- 
selbe wie diejenige des mit der Dichtigkeit — belegten Bogens (A oder 
auch des mit der Dichtigkeit +4 belegten Bogens ( 4”. Wir belegen nun 
die Gerade y rechts von 3 mit der Dichtigkeit +4, links von .i mit der 
Dichtigkeit —/, (während Ab frei bleibt), Die auf /’ ausgeübte Kraft 
wird dann mit derjenigen übereinstimmen, welche der mit der Dichtigkeit / 
belegte Bogen 5’.1” auf /’ ausübt. Sie wird also in die Halbierende des 
Winkels 3’P.A", des Nebenwinkels von APB fallen. Für die hier betrachtete 
Belegung werden daher die Kraftlinien die konfokalen Ellipsen mit den 
Brennpunkten .| und 5 werden. 

Sucht man nun aber das Potential der Massenbelegung durch das 
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Im 


Integral I zu bestimmen, so sieht man leicht, daß dieses im Falle 2. 


positiv unendlich wird, im Falle 3. aus einem positiven und einem negativen 
unendlichen Teil zusammengesetzt, also völlig unbestimmt ist. Daraus folgt 
jedoch nicht, daß in den Fällen 2. und 3. keine Potentialfunktion existiert, 
d. h. eine Funktion, deren Ableitungen die Kraftkomponenten darstellen. 
Solche Funktionen sind auch hier vorhanden und natürlich bis auf eine 
additive Konstante vollständig bestimmt; nur die unmittelbare Darstellung 


dm ; a . 
durch das Integral y „ versagt, und man kann auch nicht, wie bei Massen 


von endlicher Ausdehnung, die willkürliche Konstante so wählen, daß die 
Funktion im Unendlichen verschwindet; sie wird vielmehr daselbst entweder 
unendlich oder unbestimmt. Um zu einer solchen Funktion zu gelangen, 
kann man zunächst das Integral für die Potentialdifferenz zweier Punkte 7 
und 7’ in gewöhnlicher Weise ansetzen, also den Ausdruck 


/dm(, - ) ("77 dm, 


u) 


« 


wo r und r' die Abstände des jeweiligen Massenelementes dm von P und P 
bezeichnen. Man überzeugt sich nun leicht, daß dieses Integral auch in 
den Fällen 2. und 3. einen bestimmten Wert hat. Betrachtet man sodann 
P' als festen, 7 als veränderlichen Punkt, so erhält man durch Differentiation 


ee dr ee < 
(2 ; dm e) 


nach den Koordinaten x, y von /° die Integrale / dm 
also die bekannten Ausdrücke für die Kraftkomponenten. Das Integral 


« 


/ dm (— = stellt somit eine Potentialfunktion dar, und zwar diejenige, 
welche in /’ verschwindet. Ist einmal die Existenz einer Potentialfunktion 
erwiesen, so folgt weiter, daß die Linien konstanten Potentials die Kraft- 
linien senkrecht durchsetzen. Im Falle 2. erhalten wir daher als Niveau- 
linien die Schar konfokaler Parabeln mit 5 als Brennpunkt y als Achse, 
welche sich nach rechts ins Unendliche erstrecken; im Falle 3. die Schar 
konfokaler Hyperbeln mit den Brennpunkten A und D. 


2. Das zwerschalige Hyperboloid. 


Betrachten wir die Gerade y im Raume, so können wir die gefundenen 
Resultate mit geringfügiger Abänderung der Bezeichnung folgendermaben 
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aussprechen: Wird g von einem festen Punkte A aus mit Masse von der kon- 
stanten Dichtigkeit k belegt und wird dıese Massenbelegung kontinwerlich fort- 
gesetzt, sodaß der Endpunkt B derselben weiter und weiter rückt, so treten 
als Niveaujlächen zunachst Rotationsellipsoide mit den Brennpunkten A und B 
auf. Dieselben gehen, wenn B ins Unendliche rückt, in Rotationsparaboloide 
uber. Wenn sodann B, von der andern Seite aus dem Unendlichen kommend, 
seinen Weg jortsetzt, wobei jedoch die Massenbelegung auf dieser Seite bis B 
mit der Dichtigkeit —k fortzusetzen ıst, so gehen die Niveaujlächen in Rota- 
honshyperboloide mit den Brennpunkten A und B über, 

Dies legt die Vermutung nahe, daß die für ellipsoidische Schalen 
geltenden Sätze auch für elliptisch-paraboloidische und zweischalig-hyper- 
boloidische ihre Gültigkeit behalten, sofern im letzten Falle die Masse der 
einen Schale entsprechend negativ genommen wird. In der Tat läßt sich 
der Nachweis für diese Sätze in derselben Weise führen, wie dies (hasles 
für elliptische Schalen getan hat. 

Der Nachweis des ersten Satzes beruht auf dem folgenden, für alle 
Flächen zweiten Grades geltenden Hilfssatze: Zwei homothetische Flächen 
zweiten Grades haben dasselbe System von konjugierten Durchmessern und 
Durchmesserebenen, daher fallen die Mittelpunkte der auf irgend einer Ge- 
raden von den beiden Flächen ausgeschnittenen Sehnen zusammen oder, 
mit anderen Worten, die vier Schnittpunkte liegen so, daß der Abstand der 
beiden ersten gleich dem der beiden letzten ist. 

Nehmen wir nun, um einen bestimmten Fall zu haben, den des zwei- 
schaligen Hyperboloids. Wir gehen also von zwei solchen homothetischen 
Hvperboloiden aus, deren Hauptachse von links nach rechts gerichtet sein 
möge. Den Raum zwischen den beiden rechten Hyperboloidhälften denken 
wir uns mit Masse von der Dichtigkeit +, den zwischen den beiden linken 
Hälften mit Masse von der Dichtigkeit —/ erfüllt. Der von Masse freie Raum 
zerfällt dann in drei Gebiete, ein mittleres von beiden Schalen begrenztes 
Gebiet und rechts und links zwei von je einer Schale umgrenzte Seifen- 
gebiete. © sei ein Punkt innerhalb eines der beiden letzteren. Dann ist zu 
zeigen, daß in () keine Anziehung stattfindet. Zu diesem Zweck nehmen wir 
einen Kegel von unendlich kleiner Öffnung mit 0 als Scheitel an. Derselbe 
schneidet aus der Masse zwei röhrenförmige Stücke aus, welche nach dem 
Hilfssatz gleiche Länge / besitzen. Für die von diesen Stücken auf © 
ausgeübten Kräfte ergeben sich dureh leichte Überlegung gleiche absolute 
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Werte, nämlich &-/-do, wenn dw das von dem Kegel aus der um O0 be- 
schriebenen Einheitskugel ausgeschnittene Flächenstück bezeichnet. Nun 
liegen die beiden röhrenförmigen Stücke entweder auf verschiedenen 
Seiten von 0; dann gehören beide derselben Schale an und wirken da- 
her beide anziehend oder beide abstoßend. Oder aber die beiden 
Stücke liegen auf derselben Seite von 9; dann gehört eines der posi- 
tiven Schale an und zieht an, das andere der negativen und stößt ab. 
In beiden Fällen heben sich die Wirkungen auf. Hieraus wird ersichtlich, 
daß sich die sämtlichen auf 0 ausgeübten Kräfte gegenseitig vernichten. 
Damit ist der erste Satz bewiesen. 


Es sei jetzt 


1.) x" 7 y 4 #}% 1 H 


die Gleichung der einen die Masse begrenzenden Fläche zweiten Grades. 
Wenden wir auf die Masse die affıne Transformation 
A] D f at a m 
az I Y =. by; u =mC% (a,b, c positiv) 
an, d. h. denken wir uns jedes Massenteilchen von seiner ursprünglichen 
Stelle (x, y, 2) an die ihm durch die Transformation zugewiesene Stelle 
(2, y', 2) versetzt, so wird auch nach dieser Transformation die Masse von 
homothetischen Flächen begrenzt und homogen, nämlich von der Dichtig- 


e 


keit + a sein. Nehmen wir die beiden homothetischen Flächen unendlich 


nahe bei einander an, so wird die unendlich kleine Dieke der Schale an 
jeder Stelle proportional sein dem Produkt aus dem (vom Mittelpunkt aus- 
gehenden) Radius vector ” in den Cosinus des Winkels v, welchen dieser 
Radius mit der Flächennormale bildet. Es kommt dann auf dasselbe hinaus, 
wenn wir. statt von einer unendlich dünnen Schale von einer mit Masse 
belegten Fläche sprechen, wobei aber die Flächendichte o nicht mehr kon- 
stant, sondern proportional r-cosv ist. Diese Größe ist auch proportional 
dem Abstand der Tangentialebene vom Mittelpunkt. Eine derartige Flächen- 
belegung soll fortan kurz als eine homothetische bezeichnet werden. 


Wir wenden nun die affıne Transformation 


(2.) ey tie, 4 | a z—= Ver: 


164 
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auf die homothetisch belegte Fläche (1.) an, wodureh dieselbe in die kon- 
fokale Fläche #, mit der Gleichung 


> > 


(3.) + + 21 


10 Ey P-rt y-+1 
übergeht. ? ist dabei eine reelle Zahl und nur der Beschränkung unter- 
a+t A+t y+t 


c p Y 
(2.) auftretenden Wurzeln aus diesen Quotienten sind positiv zu nehmen. 


worfen, daß die Quotienten positiv sein müssen. Die in 
Betrachten wir ferner ?! als eine innerhalb der zulässigen Grenzen konti- 
nuierlich veränderliche Größe — die Zeit —, so stellt die Transformation (2. 
eine kontinuierliche Bewegung der Masse dar: diese bildet beständig die 
homothetische Belegung einer Fläche, welche die konfokale Schar (3. 
durchläuft. Das Symbol 7, verwenden wir sowohl zur Bezeichnung der 
geometrischen Fläche als auch zur Bezeichnung ihrer materiellen Belegung. 
Für ?=0 erhalten wir unter der Bezeichnung 7, die Fläche, von welcher 
wir ausgingen. 

Sind jetzt P=(z,y,2), P=(z,y,z) zwei Punkte von f,, = (2, , y., 2.) 
P,=(&,,y,,2,) die ihnen vermöge der Gleichungen (2.) entsprechenden Punkte 
von F,, so sind nach dem /voryschen Satze die Strecken //’/ und PP, ein- 


Eu % 


ander gleich. Man erhält nämlich unter Berücksichtigung von (1.), (2.), (3.) 
pP Pr— 1 \2, ‚ \2, (>! 2 a +1 1 Na ( ee ? \ 
U) + N Nr a— u Kaas | A 4 u 


N gr 
’ \ : 7-2 )' =. +y +” ++y+7? 


er 


il 


er 


le u v4 1 
— 2(]} ' xvac+ | i 1 y +( | d ) 
104 ) nn , 


‚2 


x’ y” zZ 5) m) m ) ) ) 
f - —_ "—+-27"+r +. 
Herr etr N rerHy- 


l 


ww I 


-2 (ya yyay Et er)te: 
& D Y 


und da dieser letzte Ausdruck sich nieht ändert, wenn man gestrichene und 
ungestrichene Buchstaben vertauscht, so folgt ?P/=!"P,. Bezüglich der 
materiellen Fläche 7, haben die beiden Punkte ?, P' eine Potentialdifferenz, 
RR I) r / 1 I\ 
welche durch das über F, zu erstreckende Integral /dn, |, — ,) dargestellt 
5 u / . 
F, 
wird, wo r und r die Abstände des Massenelements dın, von P und 7 
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bezeichnen. (Die unbedingte Konvergenz dieses Integrals wird später nach- 
gewiesen.) Ebenso wird die Potentialdifferenz der Punkte 7, P; bezüglich F 

4 l 
durch das Integral (am ( 


l i . 
— +) dargestellt. Vergleichen wir nun diese 
r ” 


F 
beiden Integrale elementweise, indem wir dın, jedesmal das Element sein 


lassen, in welches dm durch die Transformation übergeht, so ist in zwei 
entsprechenden Integralelementen nicht nur dm,= dm, sondern zufe!ge des 


! 


[voryschen Satzes auch »,=r, r,=r'". Hieraus folgt 


(#.) /dm, (' — 1) —/ dm (' _ z ). 


F, Fo 


Da wir bei diesen, die Transformation betreffenden Untersuchungen 
keine Voraussetzung über das Vorzeichen der Koeffizienten ?, y gebraucht 
haben, so gelten diese Resultate natürlich für alle Mittelpunktsflächen zweiten 
Grades. (Beim Ellipsoid und einschaligen Hyperboloid haben wir natürlich 
nur Diehtigkeiten einerlei Vorzeichens.) Bleiben wir aber beim zweischaligen 
Hyperboloid stehen und nelimen wir an, daß P und /’” auf derselben Schale 
von F,, mithin P, und 7, auf derselben Schale von F, liegen. Dann liegen 
entweder / und 7’ in einem und demselben Seitengebiete von F',, in welchem, 
wie früher gezeigt wurde, F, keine Anziehung ausübt, also ein konstantes 
Potential hat, oder aber es liegen umgekehrt 7, und P, in demselben Seiten- 
gebiete von F,. In jedem Falle muß eine der Potentialdifferenzen gleich 
Null sein. Dann ist es aber zufolge (4.) die andere auch. Wir können 
die Resultate dieses Paragraphen wie folgt zusammenfassen: 
| Wird ein zweischaliges Hyperbolord homothetisch belegt, so hat das 
Potential in den beiden seitlichen Raumgebieten je einen konstanten Wert, im 
mittleren Raumgebret stellen die Schalen der konfokalen sweischaligen MHyper- 
boloide die Flächen konstanten Potentials dar. 


W- (") » 
| 
R 
do=— -COSV do. 
j on A 


F F 


3. Das Flachenintegral 


Bezeichnet F, ein homothetisch belegtes einschaliges Hyperboloid, 
() einen Punkt außerhalb #, und ordnet man mittels Strahlen durch © die 


Punkte von F, einander paarweise zu, so kann man wie in den Fällen der 
elliptisch gekrümmten Flächen zeigen, daß die Wirkungen zweier ent- 
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sprechenden Massenelemente auf U an absoluter Größe gleich sind. Indessen, 
wo auch () liegen mag, es wird unter den Paaren entsprechender Elemente 
stets sowohl solche geben. welche, auf verschiedenen Seiten von 0 ge 
legen, ihre Wirkungen gegenseitig aufheben, als auch solche, welche. 
auf derselben Seite von 0 gelegen, sich in ihren Wirkungen verstärken. 
Gleichgewicht findet auf keiner Seite der Fläche /,, statt, auch sind die 
konfokalen Flächen hier nieht mehr solehe konstanten Potentials. Wir er- 
halten jedoch die den früheren analogen Resultate, wenn wir zwei kon- 
fokale Flächen homothetisch so belegen, daß entsprechende Massenelemente 
absolut gleich aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind. Das Verfahren, 
welches wir hierbei einschlagen, ist von dem früheren wesentlich verschieden. 
Es ist für alle Flächen zweiten Grades geeignet, wird uns also auch die 
früheren Resultate wieder liefern und zwar, soweit sie das zweischalige 
Hvperboloid betreffen, in allgemeinerer Form. Den /roryschen Satz werden 
wir nicht benutzen. 


Wir schieken einige Bemerkungen über das Flächenintegral 


Pe fi 


do=— .eosvdo 
on r er 


voraus. — Es bezeichne F eine beliebige Fläche, an welcher eine positive 
und eine negative Seite unterschieden werden, » die positive Normale, ” den 
von einem willkürlichen, während der Integration unveränderlichen, nicht aut 7 
gelegenen Punkte V nach dem Flächenelement do gezogenen Radius vector. 
v den Winkel zwischen ” und ». Das Integral stellt die Zentralprojektion 
der Fläche F aus dem Punkte 0 auf die um © beschriebene Einheitskugel 
dar. Dabei ist die Projektion eines Flächenelementes positiv oder negativ 
gerechnet, je nachdem der Radius vector von der positiven oder negativen 
Seite her an das Element herankommt. Werden auf jedem von 0 aus- 
gehenden Halbstrahl diejenigen Schnittstellen, welehe von der positiven zur 
negativen Seite führen, mit +1, die andern mit —1 gezählt, und wird die 
Summe dieser Zahlen als Charakteristik des Halbstrahls, sowie als CUharak- 
teristik des entsprechenden Punktes der Einheitskugel bezeichnet, so zer- 
fällt die letztere in Gebiete verschiedener Charakteristik: summiert man 
diese Gebiete, ein jedes so oft, wie seine Charakteristik angibt, so hat man 
die Projektion von F, also den Wert des Integrals,. Das Integral ist eine 


En >, 








304 Steinitz, über die Anziehung hyperboloidischer Schalen. 


Funktion des Ortes von ©, welche sich offenbar nur stetig ändern kann, 
so lange 9 nicht durch die Fläche selbst hindurchgeht. Um das Ver- 
halten der Funktion genauer zu erkennen, haben wir zu sehen, wie sich 
die Charakteristik des Halbstrahls bei kontinuierlicher Bewegung desselben 
ändert. Es kommen für eine solehe Änderung zunächst drei Fälle als 
möglich in Betracht: 


l. der Halbstrahl passiert eine tangentiale Lage, 
2. der Halbstrahl passiert einen Rand der Fläche, 
3. der Punkt © tritt durch die Fläche hindurch. 


Man sieht sofort, daß der erste Fall ausscheidet. Denn im Moment 
der tangentialen Lage haben wir zwei vereinigte mit +1 und —1 zu zählende 
Punkte, deren Zutritt oder Wegfall die Charakteristik nicht ändert. Dagegen 
bringt der zweite Fall den Gewinn oder Verlust eines Schnittpunktes, und 
die Charakteristik ändert sich um +1. Es gilt dies auch für die unendlich 
fernen Berandungen, welche der Halbstrahl in dem Augenblick passiert, wo 
er die Riehtung einer Asymptote hat. — Im dritten Falle endlich ist 
sofort zu sehen, daß der Übertritt des Punktes 0 von der positiven zur 
negativen (negativen zur positiven) Seite die Charakteristik um 1 abnehmen 
(wachsen) läßt. 

lassen wir jetzt 9 die Fläche F" von der positiven zur negativen 
Seite durehschreiten und lassen wir die zu O0 gehörige Einheitskugel und 
die sämtlichen von 0 ausgehenden Halbstrahlen mittels einer Parallel- 
verschiebung an dieser Bewegung teilnehmen, so können wir diejenigen 
Halbstrahlen, welehe im Momente des Durchtritts den Rand passieren, 
gänzlich außer acht lassen, weil sie nur ein Gebiet von geringerer Dimen- 
sion erfüllen. Die Charakteristik aller übrigen Halbstrahlen vermindert sich 

0) 
um 1, der Wert des Integrals > 
73 
[°\) 
. on 
: 
(positiven) Seite von F übertritt, um —4n(+4n). 

Halten wir ferner () fest und lassen wir einen Halbstrahl sich um V 
drehen, so tritt eine Veränderung der Charakteristik desselben nur beim 
Passieren der Berandung von F ein. Auf der zu 0 gehörigen Einheitskugel 


do daher um 47. Die Funktion 


« 


FE 


do springt also, wenn O von der positwen (negativen) zur negalwen 


sind daher die Gebiete versehiedener Charakteristik dureh die Linien von 
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einander getrennt, welche von dem von (0 ausgehenden nach den Punkten 
der Berandung führenden Randkegel ausgeschnitten werden. 

Nehmen wir nunmehr an, daß die Fläche im Endlichen keinen Rand 
besitzt, so wird (falls die Fläche sich ins Unendliche erstreckt, also daselbst 
einen Rand hat), bei einer Bewegung von O0 der Randkegel nur eine 
Parallelverschiebung erleiden. Lassen wir nun wieder bei der Bewegung 
von 0 das zugehörige Halbstrahlenbündel sich parallel verschieben, so 
werden diejenigen Halbstrahlen, welche zu Anfang keine Randstrahlen waren, 
auch niemals den Rand passieren und daher, so lange © nicht durch F 
hindurchgeht, ihre Charakteristik nicht ändern. Mithin bleibt so lange auch 


2(,) 
O 
Y 
on 


F 
Fläche F im Endliehen keinen Rand (wie z. B. Ellipsoid, Paraboloid, hyper- 


der Wert des Integrals do unverändert. Also gilt der Satz: lat dıe 


bolisches Hyperboloid, eine Schale des elliptischen Hyperboloids usw.), so 


(') 
bleibt der Wert des Integrals a do unnwerandert. so lange () nıcht durch 
e e on . 
F 


die Flache hindurchgeht. 


4. Ausdehnung der früheren Untersuchungen auf ellı Matt: Ipund tsflachen 


Z weiten (ırades. 


Die Gleichung (1.) des $ 2, in welcher wir nur € >0, e>P>; 
voraussetzen, kann ein Ellipsoid, ein einschaliges oder zweischaliges Hvper- 
boloid darstellen. Unter F, verstehen wir in den beiden ersten Fällen eine 
positive homothetische Belegung der Fläche, im dritten Falle aber soll F, 
fortan nur die eine Schale des Hyperboloids bezeichnen, deren Punkte 
positive Abszissen haben, die homothetische Belegung nehmen wir auch hier 
positiv. Die andere Schale, aber ebenfalls positiv mit derselben Dichtigkeit 
in den entsprechenden Punkten belegt, bezeichnen wir mit F). Ferner be- 
deuten F,, F/ diejenigen (materiellen) Flächen, welehe durch die Transfor- 
mation (2.) aus F,, F), hervorgehen, also geometrisch dureh die Gleichung 
(3.) dargestellt werden, endlich — #,, — Fi, — F,, —F/ diejenigen Massen- 
belegungen, in welche F,, /%. #,, F; durch Umkehrung des Vorzeichens der 
Flächendichtigkeit o übergehen. Jede der betrachteten Flächen teilt den 


N 
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kaum in zwei Gebiete; die Seite der Fläche, nach welcher sie sich mit 
wachsendem ? bewegt, soll als die positive gelten. 
Die Tangentialebene von F, im Punkte ,,y,,2, hat die Gleichung 


- s E+ Yı 7 l[-]1 


Da die Flächendichte o in x, y,, 2, dem an der Tangentialebene vom 


Mittelpunkt proportional ist, so folgt 


(6.) . y(t) | 
Mar) +G ) +) 


wo (t) auf der Fläche F, konstant, aber noch eine Funktion von F ist. 
Für die Komponenten des vom Punkte «,, y,, 2, in der Zeit dt zurückgelegten 
Weges dn erhalten wir die Ausdrücke 


ai Kurz ı 2 l } 1 2 
(7.) da=zVe(@a+N)a dt= ; — dt ya da=a,,,;dt, 


2a+t 
deren Proportionalität mit den Koeffizienten in Gleichung (5.) besagt, daß 
die Bewegung normal zur Fläche verläuft. Es wird ferner 


dn= Vda;+dy+df} = VG + 
(8.) o.dn=IylYdt. 


Wählen wir nun im Raum zwei feste Punkte /,, ?;, und lassen wir F, die 
konfokale Schar durchlaufen, so ist die Potentialdifferenz von P, und P, 
bezüglich F, eine Funktion von £, dargestellt durch den Ausdruck 
. | | 
u, win) / dm( En ), 
9.) o= [dm(}-,), 
F, 


wo 7, und r, den Abstand des KElementes dm von P, und P, bezeichnen. 
Die Differentiation nach / ergibt 


| | sl: af) ö 
dw(t) 2 ai 6 2(;-) Br ö(, 2 (- 2. dn 


dt " Tu FE we er PR In dt?’ 
F, F, 
nn 
(10.) insbe ZERO 5) [?\,) do 
7 Fe 3, ’ on j on . 


F, F, 
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Liegen nun /, und 7, auf derselben Seite von //,, so haben nach dem 
letzten Satz in $ 3 die beiden in (10.) auftretenden Integrale denselben Wert 
dw(t) _ 0 


und es wird u». Daraus ergibt sich der Fundamentalsatz: 


U. So lange während der Bewegung von F, die festen Punkte P, und P 
auf derselben Seite von F, legen, hleiht ‚hre Potentialdiffer: Nn2 w(t) konstant. 

Liegen / und ?, auf derselben Fläche /, der Schar, so liegt bezüg- 
lich jeder Fläche der Schar /, auf derselben Seite wie /,. Daraus folgt: 

Il’. Die Potentraldifferenz swerer Punkte P, und P,, di: auf derselben 
Flache der konfokalen Schar liegen, hat für «ulle Flachen der Schar einen und 
denselben Wert. 

Durch irgend zwei Flächen /, und F, der Schar wird der Raum in 
drei Gebiete, ein mittleres und zwei Seitengebrete, eingeteilt. Liegen /, und 
P, entweder beide in demselben Seitengebiete oder auf einer und derselben 
konfokalen Fläche des Mittelgebietes, so folgt aus I’ bezw. Il‘, daß ihre 
Potentialdifferenz bezüglich F, denselben Wert hat wie bezüglich F,. Für 
das aus F, und — F, zusammengesetzte System /, — FF, ist daher die Potential- 
differenz gleich Null. Damit haben wir die Sätze: 

5 Das Potential des Systems F 


Aa 


— Fi, hat ın jedı m der S« ıtenge hrete Je 
eınen konstanten Wert. 

II. /n dem Gebiete zwischen Fund — F, sind fur das System f,—HF, 
die konfokalen Flächen zugleich Niveauflächen. 

Damit ist das gesuchte Resultat gefunden. 

Im Falle des zweischaligen Hyperboloides, in welchem #, nur die 
Schale mit positiven Abszissen bezeichnet, gelten die Sätze I, II natürlich 
auch für ein System von der Form F,—//,. Daß sie aber auch für Systeme 
von der Form #,—F, (oder F}— F,,) gelten, ist ebenfalls leicht zu erkennen. 
Wenn nämlich ? sich der unteren Grenze —« nähert, nähern sich die beiden 
Schalen F, und F/ unbegrenzt der yz-Ebene, und es existiert eine Belegung 
dieser Ebene, welche einen stetigen Übergang von den Flächen #, zu den 
Flächen F/ vermittelt. Faßt man daher alle Flächen 7, alle Flächen /,, 
sowie die erwähnte Belegung der yz-Ebene unter dem Namen der konfo- 
kalen Schar zusammen, so gelten auch für eine diese ganze Schar dureh- 
laufende Fläche die Sätze I’ und II’, und mithin auch die Sätze I, II für 
Systeme von der Form M,—F#,. Für «=5b gewinnen wir das in $ 2 auf 
anderem Wege erhaltene Resultat wieder. 
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Ist F, ein Ellipsoid und liegen P, und P, entweder innerhalb #\, oder 
auf einem konfokalen Ellipsoid außerhalb F,, so bleibt, wenn ? von 0 bis 
wächst, nach I’ und II’ die Potentialdifferenz von P, und P, ungeändert. Für 


: a 4 "dm TREO in: ; 
!=oo aber wird sie Null, weil jedes der Integrale / / „ für sich 
; r, e r, 
gleich Null wird. Mithin hat auch schon das Potential von F, in P und P, 
denselben Wert, und wir erhalten so die bekannten beiden Sätze für das 


Ellipsoid. 


3. Berechnung des Potentials. 


Es soll jetzt die Potentialdifferenz zweier Punkte //, P, für ein System 
von der Form F,— F, bestimmt werden. Wir können uns auch im Falle 
des elliptischen Hyperboloids auf Systeme von dieser Form beschränken. 
Denn die Potentialdifferenz von P, und P, für ein System F’— F/ ist offenbar 
gleich derjenigen der zu P,,?P, in bezug äuf die yr-Ebene symmetrisch 
gelegenen Punkte für das System F,—F,; und ein System von der Form 
,— F, kann in (F,— F_,) + (FL, — F/) zerlegt werden, da F, und F für t=—« 
in dieselbe Belegung der yz-Ebene übergehen. Da ferner das Potential 
von F,— F, in dem an F, (#,) angrenzenden Seitengebiet denselben Wert wie 
auf /, (F,) besitzt, so brauchen wir nur Punkte zwischen F, und F, in Betracht 
zu ziehen. Den Wert des Potentials denken wir uns für einen beliebigen 
Punkt des Raumes willkürlich festgesetzt, dann ist er für alle Punkte be- 
stimmt. Bezeichnen wir den Wert des Potentials in einem Punkte /’ mit 
'(P) oder auch den für alle Punkte einer Fläche F, gemeinsamen Wert 
mit (N), und sind ferner F, und F, die Flächen, auf denen die Punkte 7, 
und P, liegen, so wird V(P)-V(P)=V/ t)—-V(t). 

Bezeichnet, wie in $ 4, ı(?) die Potentialdifferenz der beiden (festen) 
Punkte P,, P, bezüglich einer einzelnen materiellen Fläche F,, so ist 


2 . .ady 
(11.) "W)-FW=w@W-w(h)= / dt, 


Nehmen wir e>t, >t>b an. Dann liegen für J<t<t und u, <t<a 
P, und P, auf derselben, für ,<t<<t, auf verschiedenen Seiten von F. 


Da nun das über eine Fläche F, erstreckte für einen Punkt O genommene 
78 


Oo 
Integral „do nach $ 3 bei Bewegung des Punktes 0 konstant bleibt, 
. on 











N 
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so lange 0 nicht durch die Fläche tritt, beim Übertritt von der negativen 
zur positiven Seite aber um 4:7 wächst, so ist die in (10.) auftretende Differenz 
en E.#3 
ö(,.) °(,.) 
2 | 
:_ do — 


do für „<t<<t, gleich 47, sonst gleich Null und 
. on r en oO > 


wir erhalten aus (10.) und (11.) 


(12.) Vt)-Ven)=2an / ylddt. 
t 
Nunmehr ist noch y(f) zu bestimmen. Hierzu führt folgende Überlegung: 
Wird durch eine affine Transformation !=ax, y=by, 2'=cz ein Flächen- 
element do, dessen Normale die Riehtungskoeffizienten cos I, eos, cos 
hat, in do’ übergeführt, so ergibt sich durch einfache Rechnung 


do [cos A , cos®’B , cos’Ü 
— abey ; - 
do a + b’ 1 ce 
Wenden wir dies auf die Transformation (2.) und das im Punkte (w, y, 2) 
— (%, Yo; %) der Fläche F, gelegene Element do=do, an, dessen ent- 
sprechendes auf F, do, heißen möge, so wird, wenn wir noch zur Abkürzung 


(13) WO=V@+9B+YF+d, 29V HG +) 


art: + 
setzen, 
(14.) do, er W(t) 4(t) 
do, W(0) x(0) ' 
’ n ‚ \ . i a .. a0) alt 
Da sich die Dichtigkeiten der Massen in do, und do, nach (6.) wie 0 }- 


\ 
) 


verhalten, so verhalten sich ihre Massen wie I (0). (0): (N). y(f). Anderer- 
seits aber enthalten ja beide Elemente genau dieselbe Masse, also ist 

W(O)-p(0) j 
yÜ= 


W(t) 
y i A dt W(O 
Ko) -Pm)=2R:90) 


(15.) 2 dt 
=2nYl|epy|e / 


1 


und es wird nach (12.), (13. 





Ykatt)P+U)(Ytt) 


wo c=g(0) natürlich erst bestimmt ist, nachdem für irgend einen Punkt 
von F, die Dichtigkeit willkürlich festgesetzt ist. — Auf die weitere Be- 
handlung dieses bekannten Integrals gehen wir hier nicht ein. 


Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 5/4. 10 








310 Steinitz, über die Anziehung hyperboloidischer Schalen. 


b. Falle, in denen bei wunendlicher Ausdehnung der Massen Anziehung und 


Potenthaldifferenz bestimmte endliche Werte haben. 


Es bezeichne 7, einen beliebigen Punkt, r, die Strecke von P, zum 
Massenelement dm, ® den Winkel zwischen r, und einer beliebigen Richtung v. 
Dann wird die nach der Richtung » genommene Komponente der auf P, 
ausgeübten Kraft durch das über die ganze Masse zu erstreckende Integral 


» Im . h . ’ " 
/f „; «eoso dargestellt. Soll eine bestimmte endliche Kraft vorhanden 


vo 


sein, so muB für jede Richtung » dieses Integral unbedingt konvergieren, 
und hierfür ist notwendig und > daß das aus den absoluten Werten 


seiner Elemente gebildete Integral /=5  |eosw| endlich bleibt. Ziehen wir 


durch 7, diejenigen Halbstrahlen, witöhe mit » einen bestimmten spitzen 
Winkel, etwa 60", bilden, so muß, da für alle dm innerhalb des von diesen 


u 1. 2 
Strahlen gebildeten Rotationskegels cosw> , ist, auch das über das Innere 


dieses Kegels erstreckte Integral pr IM endlich sein. Da dies für jede 
Richtung v gilt, so erhalten wir als Hafkbhdige Bedingung für das Vor- 


handensein einer bestimmten endlichen Kraft die Endlichkeit des über die 


* dm 
ganze Masse erstreckten Integrals / ;-. Ist andererseits diese Bedingung 
- z 


erfüllt, so kann man leicht rückwärts schließen, daß eine bestimmte endliche 
Kraft im Punkte 7, existiert. 

Wir wollen nun annehmen, daß in der Tat für irgend einen Punkt 7, 
das Integral [ > endlich sei. Sind dann P,, P, irgend zwei Punkte r,,; 
ihre Abstände von dm, so bleibt für alle dm außerhalb zweier mit beliebig 


kleinem Radius o um P, und P, beschriebener Kugeln der Quotient 


dm, \dm r 


= ug We einer (nach Wahl von 0) angebbaren Größe. 


0 l 2 
Mithin muß vo das über die Massen außerhalb der Kugeln erstreckte 


Integral fz „ endlich sein. Von dem über die ganze Masse erstreckten 


Im‘ 
Integral y : apa wir also sagen, daß es endlich ist, sofern nicht die 


Elemente in in Umgebung von 7, oder P, einen unendlich großen Beitrag 
liefern, also z. B. sicher dann, wenn P, und P, außerhalb der Masse liegen. 
Nehmen wir PA =P,, so sehen wir, daß überall außerhalb der Masse eine 
bestimmte ug ige — In gleicher Weise erkennt man, daß 


das Integral nl, - ): die Potentialdifferenz der beiden Punkte 7, 








nd 


V. 
F, 
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, 


und 7, durch die unendliche Ausdehnung der Masse nicht unendlich 


. . l | dm 
oder unbestimmt werden kann. Denn es ist dm ( _ ) - n—T, 
» 5 


dm | 
ee -P,P,. Halten wir P, fest und lassen /, an P, so heranrücken, 
1 
dab P, P, eine feste Richtung » hat, teilen wir ferner die ganze Masse J/ 
durch eine Kugel mit beliebig großem Radius o in zwei Teile, 7, innerhalb, 


M, außerhalb der a gelegen, so wird 


P B ICH )=3% SC, - „)+ En [in (; _ -). 


M, y ' 


Für lim 3,=P, geht das erste Glied der rechten Seite in die nach 
der Richtung » genommene Komponente der von MM, ausgeübten Kraft 


dm £ . er . y 
d. 1. in / —+(@08@ über. Das zweite Glied ist dem absoluten Werte nach 
Jr 

M 


[2 


1 "dm » dm ; ) 
<p D / —r,|< / und wird daher mit wachsendem o un- 
1 2%“ 2° . 2 "T, 
! ! ” 
M J 


endlich klein. Daraus schließt man in bekannter Weise, daß auch 


lim im 7. dm “ — ) /z COS W 
M 


y 


ist, daß also die Kraftkomponente nach der Richtung » durch Ditferentiation 
des Potentials in dieser Richtung gewonnen wird. In gleicher Weise kann 
man zeigen, daß unter der gemachten Voraussetzung, auch für die höheren 
Ableitungen alle für Massen von endlicher Ausdehnung bestehenden Sätze 
giltig bleiben. 

Um die früher angewandten Schlußweisen zu rechtfertigen, haben 
wir also den Nachweis zu führen, daß für irgend einen Punkt das über 
eine homothetisch belegte Fläche F, erstreckte Integral 2 — endlich ist. 
Dies soll in $ 7 geschehen. Setzen wir es für den Augenblick als geschehen 
voraus, so bedarf nur noch die Differentiation unter dem Integralzeichen, 
durch welche Gleichung (10.) aus (9.) abgeleitet wurde, einer Recht- 
fertigung. Natürlich muß angenommen werden, daß für die Stelle /, an 
welcher differentiiert wird, F, keinen der Punkte 7), P, enthält. Andern- 


dw(t) 
dt 
es aber auch zu wissen, daß w (f) existiert und stetig ist, und dies Ist eine 


falls existiert nicht; für den Durehgang von F, dureh 7, oder /?, genügt 


I) 
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einfache Folge des Satzes, daß das Potential einer endlichen Flächen- 
belegung auch für einen Punkt in der Fläche existiert und beim Durchgang 
durch die Fläche stetig ist, ein Satz, der offenbar auch für unendlich aus- 
gedehnte Flächen gilt, falls die oben angegebene Voraussetzung erfüllt ist. 
Wir können uns ferner auf die Herleitung der Differentiation an der Stelle = 0 
beschränken, da ja die Fläche F, durch jede beliebige Fläche der konfo- 
kalen Schar ersetzt werden kann. Hiernach handelt es sich um den Nachweis, 
si | 
daß lim VER: vr) existiert und gleich Fast 7 B © ist, 


t=0 u \N\ ot =) ot Jı=0 
vorausgesetzt, daß P, und P, nicht auf F, liegen. Ferner können wir 


uns auf die Betrachtung nur eines nicht in F, gelegenen Punktes /° be- 
schränken und haben dann den Nachweis zu führen, daß der Ausdruck 


a SERE 
(16.) 1-| 4 — OD) dm 
; A 
O — 
für {#0 als endlicher Wert existiert und für lim {= O den limes Er ” dm 


hat. Dabei bedeutet »(?) den Abstand des Punktes /’ von dem Element dm, 
der Fläche #,, welches dem Element dm der Fläche F, entspricht. Ist 
dieser Nachweis geführt, so brauchen wir ihn nur auf die Punkte ?, und P, 
anzuwenden, um das gewünschte Resultat zu haben. Nun ist aber, wenn 
a,b,c die Koordinaten von P, x,y,z die Koordinaten von dm, x,, y,, 2, die 
Koordinaten von dm, sind, unter Berücksichtigung von Pi: 


K (N) = a a Tr a +y°+2?- 


(17.) 
| +@4+8°+0-2(aeY1+/ Hour ztesyl+- er 
ferner nach dem Taylorschen Satze 
FUER | ha 
| vv, 
a a Ce 


Kia 
Vı+ 1435 +3 E08, 


wo 4, B, TI’ stetige ER RE von ? sind und für ?=0 


hab EIER EI RER, 2 
18.) lim .4/ + lim 5 15 lim /'= ip? ist. 


\ 
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Hieraus folgt weiter 


(7 ()) Bei (r(0)); (1 % = 4 R = ME) s laxc + Bh y+ Ic 2), 
) ; 


| l l | ax by C2 \ 
Mr u Ws WW axz+Bby+l'cz)). 
Grete, rtlart Bbytre: 


Setzen wir zur Abkürzung 
(19.) FO) +r dd) r (0) rOd=u, 
so haben wir den Nachweis der Existenz des Integrals ./ geführt, wenn wir 
die Existenz der Integrale 


(20.) A= dm. B= [? dın. E} (dm, D= / u 


U 


nachgewiesen haben; und zwar wird alsdann 
( b C \rn 
21. J=(-+t14)A {B)B- )C—D 


sein. Für den vorliegenden Zweck genügt es, nach Annahme einer positiven 
Größe n die Existenz der Integrale A, 3, U, D für alle ? zwischen —», 
und + zu beweisen. Dieses wählen wir so, daß 7 weder zwischen den 
Flächen F, und F_, noch auf einer dieser Flächen liegt. Dies ist, da / 
nicht auf F, liegt, möglich. Alsdann liegen alle vorkommenden r(f) ober- 


halb einer angebbaren von O0 verschiedenen positiven Größe « und das- 


selbe gilt daher für v. : wird eine gleichmäßig stetige Funktion von f in 
dem betrachteten Gebiet, und wenn wir durch eine um den Anfangspunkt 
der Koordinaten mit beliebig großem Radius go beschriebene Kugel die 
ganze Masse / von F, in zwei Teile M, innerhalb, M; außerhalb der Kugel 
befindlich; zerlegen, so folgt aus der letzten Bemerkung, daß die von der 
endlichen Masse N, herrührenden Teile der Integrale 4, 7, €, D nieht nur 
bestimmt und endlich, sondern daß sie auch stetige Funktionen von / sind. 
Bezeichnen wir nun mit »’ den Abstand des Massenelementes /m vom 
Anfangspunkt, so wird "= a? +y’+?°, und aus (17.) folgt, daß für hinlänglich 


(ri) r(t) 


grob gewähltes 9 der Quotient ——- und mithin auch der Quotient für 


? Y 


alle Elemente von NM} und für alle betrachteten Werte von ? von 1 beliebig 
wenig verschieden ist. Aus (19.) folgt alsdann, daß « von 2r" beliebig 
wenig abweicht, also sicher >?” ist. Da nun |x 


ne, yı° r. 12]° “ r' und 
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auf M, überall ”>e, also bei hinlänglich großem e »">1 ist, so bleiben 


MEN / iu 1 
daselbsi die Integranden —,% , N ihrem absoluten Werte nach unter "TE 


Da ferner das Integral ä = einen bestimmten endlichen Wert besitzt, welcher 
uf, 
demnach mit wachsendem oe unendlich klein wird, so folgt, daß auch die 


rn » . / ; ; i 
Integrale [zım, f dm, [„ın, I bestimmte endliche Werte haben 


! 


! ! ' 
Mo M, M, M, 


und mit wachsendem oe gleichmäßig für alle betrachteten Werte von ? un- 
endlich klein werden. Hieraus und aus der Stetigkeit der auf M, bezüglichen 
Teile der Integrale A, 5, Ü, D folgt nun, daß diese Integrale selbst existieren 
und in dem betrachteten Gebiete stetige Funktionen von ? sind. Dann ergibt 
sich aber, daß die rechte Seite von (21.) eine stetige Funktion von £ ist, 
daß ./ für {#0 existiert und für =0 einen limes besitzt, der zufolge (19.), 


(20.) durch das Integral [ 30, en +7 2) dm dargestellt wird. 
Te 


104 


Daß hier der Integrand gleich = für 2=0 ist, ergibt sich durch Aus- 


führung der Differentiation unter Benutzung von (17.) sofort. 


= . 


7. Nachweis der Endlichkeit der Integrale if‘ m 
£ 
Ist eine gerade Linie y überall mit Masse von der konstanten 
Dichtigkeit k belegt, n irgend ein reeller Wert, P ein Punkt im Abstande e 
von der Geraden, so wird das über die Masse dieser Geraden erstreckte 
und für den Punkt ? genommene Integral (EB gleich 
9 


2 k r din 


Ö (e En s?)? 


und da der Integrand für s=x unendlich klein von der Ordnung r wird, 
so folgt, daß das Integral fi = dann und nur dann endlich ist, wenn 
n>L1 ist. 9 

Auf diesen Fall der homogenen Geraden läßt sich nun die Unter- 
suchung des über ein homothetisch belegtes Hyperboloid erstreekten Inte- 


grals > leicht zurückführen. (Im Falle des Ellipsoides hat natürlich 


‚N 





di 


Gt 
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dieses Integral für jedes n ein endlichen Wert.) Bezeichnen eos A, cos B, 
cos U die Richtungskosinus der Normale der Fläche F, im Punkte x, y,: 
und ist og die Dichtigkeit in diesem Punkte, so wird 

0 _ ka 0 _ KB oe _Kky 


cos sA zz’ ceosB Y ’ cosUÜ 2 


wo %k für alle Punkte denselben Wert hat. — Es sei nun F, die eine Schale 
eines elliptischen Hyperboloids. Dann können wir in Gleichung (1.) @, 7, y 
durch a’, —b’, —c’ ersetzen, wo a,b, positiv (b<(c) sind. Zwei zur 
yz-Ebene parallele Ebenen in den Abständen x (a) und @+dx schneiden 
aus Fi, ein von zwei Ellipsen begrenztes Stück aus, dessen Masse sich leicht 
berechnen läßt. Zu dem Zweck denken wir uns diese Masse auf die 
yz-Ebene projiziert. Sie wird alsdann das von den beiden Ellipsen mit 


den Gleichungen 


y’ 2? — ua? y’ 2° (x + da)’ — a? 
b* + ce? rn a’ h) IR + e? — Pr 3 
Aa ET .. . . . . . . () ka” 
begrenzte Flächenstück homogen, nämlich mit der Dichtigkeit — = 
COS / di 
er r aus s b z nr; z 2 
ausfüllen. Nun hat die erste Ellipse die Halbachsen — Va’—a', —- Yaır—a’, 


Ad d 
los ® be 2 2 4 2 
also den Flächeninhalt - E (2° — a”), entsprechend die zweite den Inhalt 
( 
be Wi u rn 
n-—,((@+dx)’—.a”). Der Inhalt der von beiden Ellipsen begrenzten Fläche 
a 


e 


b 
beträgt daher Z2nxde —,;, und die auf derselben ausgebreitete Masse 
cz 


be ka” . yo D . > . 
Dnadı—- —2nkbedx. Hieraus folgt: Wird die Masse von F, auf die 
a LT 
x-Achse projiziert, so erhält man eine homogene von @=a bis «= + 


reichende Belegung dieser Achse, und zwar beträgt die Dichtigkeit 2nkbe. 
— Es bezeichne jetzt » die Entfernung eines Elementes der Fläche F, vom 
Anfangspunkt, r' die Entfernung seiner Projektion auf die x-Achse vom 
Anfangspunkt. Sind dann x,y,z die Koordinaten des Elementes von F,, 
so ist 


2 2 


rari+y’+2z, rer 


2 a 
und aus der Gleichung =; —;=1 (d<e) des Hyperboloids folgt, 


2 Bis 2 2 2 2 2 2 
r y-+2 wie Y z’\c 
nm nr. <ııH (+5) 
r d ( A ) 4 A 
2 2 2 


€ C 


1465 -1)5=1+5- - 1+-. 


& A 
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. . : r . . 
Da somit der Quotient -, beständig zwischen den festen Grenzen 1 und 


5 | 
| I+- liegt, so folgt, daß für jedes rn die Integrale [ == und = ent- 
weder beide endlich oder beide unendlich groß sein müssen. Von dem 
letzteren Integral, welches sich über eine homogene Gerade erstreckt, 
wurde aber gezeigt, daß es endlich ist, sobald n>1 ist. Da es bezüglich 
der Enndliehkeit gleichgültig ist, für welchen Punkt außerhalb der Masse 
das Integral genommen wird, so folgt, daß das über ein homothetisch 
belegtes elliptisches Hyperboloid erstreckte Integral I dann und nur 
dann außerhalb der Masse endlich ist, wenn n>1 ist. 

In ganz ähnlicher Weise kann dasselbe für das einschalige homo- 
thetisch belegte Hyperboloid bewiesen werden, indem zunächst gezeigt wird, 
daß die Projektion seiner Masse auf die >-Achse eine homogene Belegung 
dieser Achse ergibt. 


Aus alledem folgt, daß zwar das gewöhnlich zur Bestimmung des 


Potentials verwendete Integral / — bei hyperboloidischen Schalen unendlich 


A “dm ’ 
groß wird, daß dagegen das Integral / ‚„ endlich bleibt, und somit Po- 


tentialdifferenzen und Anziehungskräfte einen bestimmten Sinn behalten. 

Dies gilt nicht nur für alle wirklichen Flächen zweiten Grades F, 
der Schar, sondern, wie sich leicht zeigen läßt, auch in den Grenzfällen, 
wo t einen der Werte —«, —P, —y hat und die Masse eine Ebene bezw. 
einen Teil einer Ebene in bestimmter Weise bedeckt. Es lassen sich 
ferner diese Betrachtungen ausdehnen sowohl auf Paraboloide wie auf Kegel 
und Zylinder zweiten Grades. Dabei erfordert die Untersuchung der Para- 
boloide, obgleich sie natürlich nach ganz denselben Prinzipien erfolgen 
kann, doch im einzelnen kompliziertere Betrachtungen. Auszuschließen ist 
der Fall der in zwei Ebenen zerfallenden Fläche zweiten Grades, weil in 
diesem Falle das Integral [ > nicht mehr endlich ist. 


Berlin-Wilmersdorf, den 7. Dezember 1905. 
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